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Integiratioii der DifTerentialgleichungen erster und , 
kweifer Ordnung mit xwei Veränderlichen. 

Von 

Herrn Doctor August ff^eiler, 
Lehrer 4er MoUieinaülc an der höheren Bfirgerechnle cu Uennlieia. 



.Vorwort'- 

Die Integration der DIfferetiliaigleicliBngOD bietet d^Foraelmiig 
I «Inf gro«M BSannlgfattigkeit von Aüfgalifen. Wenn der Verencb 
' gelingen soll» die hier TorlKoininenden Leliren In den dnrch die 
Natof der Sache begründeten Zusammenbang zu bringen » so 
kommt es ver Allem darauf an, den passenden fiintheiluDgsgrund 
festanstellen. Es handelt sieb nSmlieb darum, alles dasjenige, 
was auf einem und demselben Wege enfeft wird, unter einen 
genieinsamen Gesichtspunkt zu bringen; 'siigleicb aber dfejenigen 
Lehren, n-elche vresentlibh von einander abweichen, so au&nstellen 
und ansuordnen, dass jede' Von Ihnen als eirife Erweiterung oder 
Terv6llstftndigung einer der * vorausgehenden Lebren betrachtet 
werden kann. £s la/isen sich gewisse feigensehaften. der Dife- 
rentlälgielchungen angeben, wonaeh man sieb bei der Aufstellung 
und Anordnung deir einseinen Lehren an richten' hat, damit die ^ 
genannte Absicht erreicht werde; und diese Eigenschallen susam* 
mengcnommen enthalten Dasjenige, was roaii unter dem passenden 
^ntheilungsgrunde versteht. Die Feststellung dieses Eintfaeilungs- 
grnndes Ist aber eine anerkannt sehwieirige Sache* Nur durch die 
eorgfltftigste Tergl^ehuug aller Hfilfsmittel , welche man bei der 
Losung der hier vorkommenden Aufgaben benutz^ kann man dazu 
gelangen* In dem Bfaasse eis die bekannten HOlfsmlttel noch 
inangelhafi sind, und In der Losung der allgemeinen Aufgabe 
Lflcken zurilcklassen, wird man auch fiber die Wahl des Euithei* 
Inngsgrundes in Zweifel §ein* Mao wird fragen, welche von, den 
bekannten Lehren einer Erweiterung bedfirfe, um die noch vor- 
bandene Lflcke äussuflillen, man wird fragen, wie diese Lehre 
selbst umgestaltet oder deren Stellung zu den andern Lehren ver> 
indert Werden mfisse, damit eine solche Erweiterung möglich 
werde. Man kann wohl sagen'> deas die Einigung über den zu 
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befolgenden EintMImigsgruDd er»t dann möglich ist, vrenn die 
Lösung de« allgemeinen Probleme nach ihreo HauptrichtuDgeo 
vollendet ist. 

Da ich mich wShrend einer Reihe von Jahren mit der Inte- 
gration der Differentialgleichnngen beschäftigt habe, so bin ich zu 
Ibaidchelt^i Vortbeilen gelangt. Welche einerseife nicht ainbedeu- 
tende Erweiterungen d«r bisherigen Lehren eatbalteot andererseits 
fast durchgehende mehr oder vreniger erhebliche Aendemngen 
herbeigeführt haben* Ich «ehe mich desshalb nar dann in den 
^taad gesetzt, meine Resultate fiber den genannten Gegenstand 
in ihrer wahren Bedeutung aus einander zu setzen, vrenn ich es 
un^Mtiehme, die ganze Lehre im Zusammenhang au entwickeln. 
Dies glaube ich passend« in den gegenwärtigen Blättern nach und 
nach zur AosfBhrong zu bringen, indem ich nicht annehmen darf, 
das» ich eine fertige Arbeit liefern werde, sondern weiteren Unter- 
suchungen die Entscheidung Überlassen muss , in wie fern ich 
mich in meinen Darstellungen der Wahrheit genähert habe, oder ^ 
von ihr abgewichen bin. Zunächst möchte ich in diesem Vorwort e 
den Versuch machen, die Hauptgedanken, welche nach meiner 
Auffassung Einheit und Ordnung in die ganze Lehre zu hringen 
geeignet sind , und mir desshalb bei allen Untersucljungen zur 
Richtschnur dienen sollen, in einigen kurzen Zügen anzuj^eben. 

Schon Euier, welcher zuerst die gesammte LeJire von tler 
Intecratian der DiiTerentialgleicbungen einer strtii^ea Prüfung 
unterwarf, entschied sich dafür, dass die Anzahl der Veränderli- 
chen als Eintheiiungsgrund gelten solle. Alle Lehren, \\ eiche den 
Zweck haben, eine veränderliche Grösse als Funktion einer zwei- 
ten Veränderlichen zu bestininitn, gleichgültig, oh die vorliegende 
Differentialgleichung der ersten, der zweiten oder dritten Ordnung 
angehört, sollten deninach denjenigen Untersuchungen vorausge- 
schickt werden, welche sich mit der Bestimnuing einer veränderlichen 
Crüsse als Funktion zweier weiteren Veränderlichen beschäftigen* 
Ebenso, wie also die Intecfration der Differential^ki( hungen mit 
zwei Veränderlichen der Integration der Differentialgleichungen 
mit drei Veränderlichen, so sollte auch die letztere wieder der 
Integration der Differentialgleichungen mit vier Veränderlichen 
vorausgehen. Dieser Anordnung liegt ein höchst einfacher Ge- 
danke zum Grunde, welcher bis dahin jederzeit seine unbedingt^ 
ßrauchbarkeit bewährt hat. Jede Differentialgleichung mit irgend 
einer Anzahl Veränderlichen soll nämlich jedesmal auf eine Dif- 
ferentialgleichung mit einer geringeren Anzahl Veränderlicheo 
zurückgeführt werden, so dass also die ganze Mannigfaltigkeit der 
Aufgaben, welche die Integration der Differentialgleichungen in 
sich bc^greiftt zuletzt immer nur auf die Integ^atiop der, Funktio^ej^ 
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fltoMF «inirfgeB VeiiuMlerU^beo oder mI die sogeoanote Qmidratw 
Mrtlekfiibfi 

Da nun der Susserste Punkt binseicbnet ist, auf vrelch«n alle 
üntersuchuniron der Integralrechnung hinzielen^ ond da sich so' 
ein sehr einfaches Kennzeichen lür die Stellung der yerschiede- 
neu Differentialgleichungen zu einander bei der Losung der all- 
gemeinen Aufgabe ergeben hat, handelt es sich um einen breiteren 
Einfheiiungsgrund für diejenigen Differentialgleichungen jedesmal,' 
worin gleich viel Veränderliche vorkommen. Denn die Mannigfal- 
tigkeit der zur Integration föhrenden Regeln ist auch hier nocb^ 
sehr gross, ßei der Feststellung dieses weiteren Eintheilungs- 
grundes darf al)er nicht die Ordnung der Differentialgleichung als 
maassgehend angesehen werden. Denn wenn auch in vielen 
Fällen die Integration einer Differentialgleichung von höherer Ord- 
nung am vortheilhaftesten dadurch ausgeführt wird, dass man 
dieselbo auf eine Dj^erentialgleichung von niederer Ordnung' 
t zorfickfuhrt, so giebt es doch auch wieder andere Fälle, in wel- 
chen die Integration wesentlich dadurch vereinfacht wird, dass man 
nicht auf eine Differentialgleichung von niederer Ordnung übergeht, 
äondern dass man sogleich das endliche Verhalten zwischen den 
Veränderlichen darstellt. Unter den Differentialgleichungen mit 
zwei Veränderlichen, welche diese Eigenthumlichkeit zeigen, mögen 
hier vor Allem die linearen Differentialgleichungen zu erwähnen 
öein. In andern Fällen endlich ist em solcher üebergang auf eine 
Differentialgleichung von niederer Ordnung sogar geradezu Sache 
der ünmüglichkeit. Dies zeigt sich ganz gewöhnlich, wenn eine 
partielle Differentialgleichung von der zweiten oder von noch hö- 
herer Ordnung mit drei oder mehr Veränderlichen vorliegt. Der 
fitntheilungsgrund für die Differentialgleichungen von gleicher An- 
zahl von Veränderlichen liegt mehr versteckt. Es lässt sich dafflr 
kein so auf der Stelle sichtbares Merkmal an den Differentialglei- 
chungen auffinden, wie etwa die Anzahl der Veränderlichen 
oder die Ordnung der Differentialgleichung. Doch hat man 
in dieser Angelegenheit seit Euier einen entschiedenen Fort- 
schritt gemacht. Man ist nämlich schon lange übereingekomroeD, 
die Integration der linearen Differentialgleichungen, oder derjenigen 
Differentialgleichungen, worin die abhängige Veränderliche nur aof 
dem ersten Grade vorkommt, von der Integration der {ihrigen 
Differentialgleichungen zu trennen, während Eni er diese tintcr- 
Scheidung noch nicht gemacht hat. Man könnte erwarten, dass 
&He diejenigen Differentialgleichungen, welche in ihrer Form eine 
auffallende Üebereinstimmung zeigen, jedesmal auch nach ähnlS- 
eben Regeln sich integriren lassen. Dies trifft aber nicht immer 
m. Zwar besitzen alle diejenigen DifferentialgleichaogeBf welchw 
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sich nach deratlben Kegel inte^rireii lassen^ auch eine geineinsaroo 
Eigenschaft. Allein (iie«e Eigei)8churt kommt nicht iniiner deut* 
lieh durch die I unii der Differentialgleichun&f zum Vorschein, und 
wird durch andere unwesentliche IMoriieiite ultmals so isehr zurück» 
gedrängt, dass nur eine genaue Untersuchung jetie Eigenschaft 
erkennen iSs^t. Die linearen Differentialgleichungen, welche jetzt 
allgemein von den übrigen Differentialgleichungen getrennt unter- 
sucht werden, besitzen ein sogleich in die Augen fallendes Kenn- 
zeichen, nämlich diejenige Form, der sie ihren Beinamen linear 
verdanken. Allein es gieht noch andere Gruppen von Differential* 
gleichungen, vi'elche |/anz mit demselben Recht von einander ge- 
trennt werden, wiewohl man einer vorliegenden Differentialgleichung 
ni€ht aui der Stelle ansieht, oh sie der einen oder der anderen 
Gruppe angehört. Der Grund zu dieser Trennung der Differential- 
gleichungen in einzelne Gruppen ist aber kein anderer, als die 
eigenthümliche Gestalt des allgemeinen Integrals dieser Differen- 
tialgleichungen. Jedes Inteerationsverlahren geht nämlich von 
einer gewissen Voraussetzung aus in liezuc; .mf" das Vorkommen 
der willköhrlichen Beständigen oder der wdlkuhrlichen FunkHonen 
des allgeinplnen lutegrals. Man bildet aus dieser Integrallürai 
die Differential "leichung, und verzleicht dieselbe mit einer vorlie- 
genden von rihnlicher Form. Das liesultat dieser Vergleichung 
besteht in mehreren Beziehungen, welche das Mittel an die Hand 
geben, die Integration zu bewerkstelligen. Ueberall da, wo die- 
selbe Voraussetzung gemacht werden kann in Bezug aut die In- 
tegral form, führt auch ein gemeinsamer Weg zum Ziel. Da sich 
nun t^ezei^t hat, dass man, um die nianniglaltigen hier vorkom* 
nienden Aulgal)en zu lösen, auch von verschiedenen Vorau^^setzun- 
geu in Bezug auf das Vorkommen der willkührlichen ße>täudigen 
oder willkührlichen Funktionen des allirenieinen Intei^rals ausgehen 
muss, so ergeben sich hierdurch liotliwendigerweise ebenso viel0 
Abtheilungen unter den Differentialgleichungen. Dabei hat sich 
Doefi herausgestellt, dass oltnials auch solche Differentialgleichun- 
gen, welche auf den ersten Anblick eine prrosse Cebereinstimmung 
zeigen, doch in ganz verschiedene (iruppen eingereiht werden 
müssen. Die einzelnen Gruppen selbst lässt man in einer be- 
stimmten Ordnung auf einander folgen, so wie sich eben die den- 
Mihen zum (»runde liegenden Irit«'gralfornien einander unterordnen. 

Das Integration^ verfahren zeigt für diejenigen Gruppen von 
Differentialgleichungen, deren Trennung sich auf die verschiedene 
Form des allgemeinen Integrals gründet, so auffallende Unterschiede, 
dass man der Integr-alforni als Lintheilungsgrund mit vollem Recht 
aogfti den Vorrang zngesteht vor der Anzahl der Veränderlichen 

in d«ff DiüerentiaJgieichttng. Die« widerf>UeUet keinesweg« dem 
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oben gecjebenen allgemeinen Ausspruche, dass Hie ganze Lehr» 
voD der lnte&;ratiun der Differentialgleichungen auf eine allmähüge 
Verniinderiin*; der Veränderlichen hinweise, so das» also alle 
Differcntialsleichungen mit der gleichen Anz.ihl Veränderlichen 
r.usanmienzustellen seien. Denn dieser Grundsatz kann ehen so 
<;ut in den engeren Grenzen einer durch die Natur des allgemeinen 
Integrals be<lingten Ahtheilung streng heibehaiten u erden. Man 
erreicht aber so andererseits den wesentlichen Vortheil, dass alle 
* gleichartitreri Untersuchungen zusammen kommen, und der innere 
Zosanimeiihaiig der ganzen Lehre in deren einzelnen Theilen 
•eben Ausdruck erhält. 

Ancb die Ordmnig d«r DiffcfenUalgUicfaai^ ist al« EintlMi^ 
iMgagrand BtdwiUtvf^ Deno alle diejenigen Differentialglel- 
ckragen, weiche einerlei IntegraJfocni, ond sogleich diAell^ 
Anseil VerMerlicben haben, werden am natfirlichsten so an ein* 
ander gnrelh^ wie es deren Ordanag vorscluetbt Wens man also 
In Gänsen itte drei bis dahin erwihaten M^menie, nämlich die 
Ansahl der VerAnderlichen, die Integralferm nnd die Ordnung der 
PIfferentialglelehnng als Eintheiloogsgrand iftr die Lehre to» der 
Integration der DiferenHalglelchangen gelten Usst, so wird unter 
diesen die Ordanng der Differentialgleichung die untergeordnetste 
Stelle einnehmen, während die Natar der Integral&rm den. ersten 
nnd wicht^sten Einfluss erhilt. 

Meine erste Abhandlung, welche in dem 5lsten Bande des» 
Crelle'schen Journals erschienen ist, enthält die Integration der 
linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit zwei, drei 
und mehr Veränderlichen. In der vorliegenden Abhandlung habe 
ich mir die Aufgabe gestellt, die allgemeine Differentialgleichung 
erster und zweiter Ordnung mit z\vei Veränderlichen zu integrireo. 
Wenn auch die Integration solcher Differentialgleichungen als der 
EunSebst liegende und zugleich einfachste Theil der allgemeinen 
Aufgabe am frühesten zu einer gewissen Keile gekommen Ist, so 
mnss doch zugestanden werden, dass in den bisher vorgetragenen 
Lehren der innere Zusammenhang sehr vermisst wird. Dieselben 
erscheinen zum grossen Theil unabhängig von einander, und ge- 
wShren dem Leser keineswegs diejenige Befriedigung, welche 
demselben jedesmal dann zu Theil wird , wenn die gemeinsame 
Quelle verschiedener Ergebnisse deutlich hervortritt, und demsel- 
ben eine ungefähre Uebersicht gestattet, in welchem filaasse diese 
gemeinsame Quelle durch die bekannten Ergebnisse erschöpft ist. 
Ua ich eine solche Darstellung der genannten spezielleren Auf- 
gabe in der vorliegenden Schrift zu leisten beabsichtige, so will 
ich, nm in der Folge besser verstanden so werden, diee Vorwort 
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damit beschliessen, eine Versrleichung anzustellen zwischen der 
bisherigen von Euler fast ausschruisslich benutzten Methode, die 
einzelnen Lebren aufzustellen und anzuordnen, und derjenigen, 
iron welcher ich glaube, dass sie weit mehr cyeeignet sei, die ei«- 
beitliche Darstellung des Ganzen zu begrüuden. 

Wens eine DUTermitiAlgleiebung mit swei VerSoderneben. ew 
vollständiges Diiferential Ut« oder wenn dieselbe in der vorUegeo- 
den Fem dnrcb Diferentiation aue tbrem aUgenelnen Integral • 
abgeleitet werden kann» so bat die Integration bekanotlicb keina 
Sebwierigkeit, weicber Ordnang die Differeotialgleicbang ancb an* 
gebSren mag» da man dann jedesmal nacb einer bestimmt Torge- 
«ohtlebenen Regel 4as -al^eoielne Integral dsesor DUferentialgici- 
dinng dnrcb Qwadratnren darstellt Wenn efaie Oifferenlialgleiohniig 
Mn%oUstKndig«s Differential ist, so kann man dieselbe jedesnml 
In ei« seiebes umwandeln, went man sie mit einem geeigneten 
ISakte nnltiplidrt Uiesn UminaBdlnng in ein^TsUstim^gns OUb* 
üwilial «der diellentimmaag de« Integrb-cnden Faktavs mnriit aber 
-418 «igeaWeb» Scbwinrigkeit der umliegenden Ao%abe ans* ISs 
f^btmSmlieb kein Ver&bren, veMes den integrirenden Fnktet 
-ilsr allgemeinen DüEeventinlgleiebnng der efsten Ordnung 

worin 2? und F irgend Funktionen der beiden VerS«#etliebeo f 
und y vorstellen f oder der -allgemeinen Differentialgleicbung der 
sweiten Ordnung 

worin Z und F irgend Funktionen von z und y und des IHfleren* 
tialquotienten der ersten Ordnut lg sind, dnrob eine bestimml 

vorj*eschr!ehene Entwickelung erzielt. Ebenso n eiiii^ ^inj»e es an, 
wollte man jene beiden allgemeinen Differcnf ialiileicliungen in ge- 
wisse Gruppen zertheilen, für jede dieser Gnip|)en ein bestiramtes 
Integratloiisverfahren zu geben. Alle Ixrs^i In, welclu» sich in der 
genatmten Absicht aufstellen lassen, wie vi(^le es deren auch sei« 
mögen, reichen immer nur bedingungsweise aus; oder es lassen 
«ich immer wieder solche Differentialgleichungen angeben, weiche 
durch keine jener Regeln integrirt werden können. Desshalh 
lassen sich dann auch diejenigen Regeln, wodurch der intei^rirende 
Faktor jedesmal am vortheil haftesten bestimmt wird, nicht au» 
einigen wenigen Beispielen ableiten, (Br welche diese Bestimmung 
gelungen ist. Diese Regebi müssen vielmehr, wenn sie dem 
Indeamalige« btwiokehmgSMntMid der Analysts angemessen sein 
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aoUen, das Remiltat 4}«r VtfgleicbunR «Her bekaont^n L«(aaiig«9 
•atbaiten. Dieselben müssen so aufgestellt sein, dass sie muglicbat 
aUgemein sind, oder auf möglichst viele DiflferentialgleichungeB 
ibre Anwendung finden; zugleich aber niuss ihrer Allgemeinbeil 
eine solche Grenze gesteckt sein, dass die darauf gegründete 
Rechnung nicht wesentlich mehr vereinfacht iverden künnte, wollte 
man sieb dabei auf engere Gfenzen beschränken. 

■ 

. Id dieeem Sinee hai man nun «n-ar 4i« Avfgiihf mlp^n Mit« 
linier 9»%elaaat, In dem Weitereo aber M HMH* 9te»he Uk 
eine falsche Biehtung eingjescblageii. Man wav «fimlieb bemßM» 
alle Regeln, wonach wen den intflgrlreudeik Fakitor heetinwut, nü 
geivi«0e Bedingungen «i knüpfen^ «i'#bh€ e^li nnf die hfifendere 
Porm der Differentialgleichuagen 

Zdz-fF%=0 und ZdH^^Ydf^^O 

b e eleh wi, an •dnse die Branohheiheii dienen Regeln ent wed er tee- 
glelcb in die Angen -Wi» •eder 4eeh neeh ver deren Asnaendung 
dnreh eine heetimint veigeeehriehene Unteienehnng erhnnnt wird. 
H» hier «in Pe ieyi el d^ AH enanfiahnen,. hraiiaiMe ich mar daran 
an erinnern» wie man den integrirendea Fnirtor der sogenannten 
lieniogenenDifferentkiigteichnngen der et«tfn und zweiten Ordnung 
bentimait* IMe Bedingung, «nter weleber der integrirende Faktor 
aufgefunden vird».iet He» geradn diejenipi Eigenscbeft der Dife- 
mtialgleichnng. «releher nie ihren Baiaamen hewegett verdankt 
An eelehe Merlunele nnchle man also die Regeln zur Besikimniuttg 
des integrireaden Falci#re anauknüpfen. Doob nps weeige dieser 
Regeln finden eine allgemeinere Anwendung; hikI ea zeigte sieb 
hald» daae man an dner Unaahl von Unteraeheidung^n Zuflucht 
nehmen mflsste, wellti» man anf dieae Weiae mifh nur diejenigen 
Fälle eracbüpfen, in welaben die Integration bereits gelungeo igt. 
Nach finlet, welcher eich -voraagaweiae dieser Methode bedient 
bat, konnte man ea deaafaalb weder erfolgreich noch auch sonst 
wüBScheoswerth finden, dass weitere Versuche der Art ^emaeht 
würden. Das Fehlerhafte der befolgten Metbode besteht aber, 
^aube ich, darin, dass man die Bedingungen fOr deo Erfolg als 
einen ßeätandtheil der Kegel selbst aufgenommen bat. Jene an-' 
zäbligen Unterscheidungen werden dadurch herbeigeführt, daas 
man bei der Bildung und genaueren Begrenzung' der einzelnen 
Regeln nicht allein das jedesnial elnauschlagende Rechnungsver- 
fabren entscheiden ISsst, sondern auch der Beschaffenheit derje- 
nigen Bedingungen, unter lyelchen dies Verfahren zeni Ziel föhrt,.. 
eiQen Einflusö zugesteht« Nimmt man keine Rücksicht auf die«« 
^ii^nugen, so lässt sich das Gemeinsame in der Lösung der. 
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8^ 'WeUtr: hom^^tforn 4w 9i0^mt$UU$kkJ^ngen 

WsehMeaea Anfgabm wkH tUgtiaehiT «mpfctlMo ali in 6mB 
anderen Falle, lodeai Ich mich d^mH begoäge» daas die Braiioh> 
batkeit aliein ^duieh den Erfolg det Reeboaag eich benNiaatelle/ 
bin ich in- den Stand geaeUt^ einige i^enige nnd allgemeine Regeln 
aa&uatellen» wodurch man alle mir bekannten LSanngen ersielt 
Jede dieaer Regeln liefert ^lao in der Anwendung anf eine vor- 
liegende Differentialgleichung entweder daa allgemeine integral, 
oder nie fahrt an der Ueberceugung, daaa nie in dem yorliegenden 
^FaDe nicht angewendet werdeo darf. Ich habe ea zugleich fSr 
nnerläaalldi gehalten, eine ehenao reicbaltige ala eorgföltige An»- 
wabl von Beiaplelen an geben, weil gerade hier nur die genaue 
Unterauchang ojid Vergteichnog von einxelnen LOaangen dem 
Leeer die MOgliehkeit TerachaA, den Werth der au benotaenden 
Regeb gehörig tn beurlheKen. 

Eine« Her verafigKchaten Hliifemittel bei der Anfatelhing all- 
gemtiner gflltigen Integratienarogela, welebe sich nnabhiingig 
halten von den Bedlngwigen unter welchen dieaelben aom Ziel 
DBhren» liegt in der Benutsnng der Jkesonderen Integrale und der 
henondeien AoflBaungen der Oifferentialglelchnngen. Man wird 
aMft in der That Uberaeugeut daaa die grosse Mehrzahl dieaer In* 
tegraüonsregefn' yorerat daranf Rflcksicht talmmt, wie man zur 
Keiintnias aolcher besonderen Integrale und besonderen Anftösun* 
gen ' gelängen Icann. Der weitere Zweck dieser Regeln aber, 
welcher sieh bestimmte? verfolgen lässt, und deashalb einen we- 
sentlich ereo Bestandtheil der Untersuchungen ausmacht, beateht 
darin» au zeigen, wie man die besonderen Integrale und die be* 
sonderte' Auflösungen zu «benntzen hat, um das allgemeine Integral 
zttsammenzusetzen. Wenn auch jenes üfilfsmittel schon sehr 
bald nach- dem Entstehen der Integralrechnung bei der LOsuiig 
einselner Aufgaben in Anwendung kam, »o gehören ddbh diejeni« 
gen Bemühungen, welche demselben einen grösseren Einfluas zu 
Torschaffen suchen, einer späteren Zeit an. Dies Ziel ist auch 
jetzt noch nicht in dem Maasse erreicht» als es der Gegenstand 
verdient, und die Untersuchungen, welche die erwftbnte Richtung 
eingeschlagen haben, sind nur wenig zahlreich. Schon d*Alem* 
bert hat gezeigt, wie man das allgemeine Integral der linearen 
Differentialgleicfaang 

■ • dz 

worin / und beliebige Funktionen von y vorstellen, aus zwei 
besonderen Integralen dieser Differentialgleichung zusammensetzt. 
Was aber die Integration der nicht linearen Diiferentialgleichungen 
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tr$ter und %»eiUr Ordnung mit twei feränäerttcAen, Q 

betrifft, so scheint man sich eher bemüht zu haben, die Benutzung 
der besonderen Integrale und besonderen Auflösungen dabei fern 
ttt halten. Erst nach Euler beschäftigte sich Trembley mit 
der Aufgabe, bei der Bestimmung des integrirenden Faktors der * 
Ü'iffer en t i alg I eic h u n g 

die besonderen Integrale und besonderen Auflösungen zu benutzen. 
Man kann darüber nachlesen in Lacrotx, Tome II. pag. 405. 
Einen ausgedehnteren Gebrauch hat eine neuere Arbeit davon 
gemacht, welche sich in dem 40. Bande des Crelle'schen Jour - 
nals vorfindet. Dort zeigt nämlich Herr Professor Minding'in 
seiner Abhandlung „Bemerkungen über Integration der 
Difierentlalgleich ungen erster Ordnqng zwischen zwei 
Veränderlichen" an einer Reihe bemerkenswerther Beispiele 
den wesentlichen Gewinn, welchen die Kenntniss der besonderen 
Integrale bei der Trennung der Veränderlichen und bei der Be» 
•timmang des integrirenden Faktors leistet. 

Wenn auch dies Vorwort mehr für den «SächkunJigen be- 
stimmt ist, so möchte ich doch in dem Folgenden auch den übri- 
gen Lesern, welche mit den bisherigen Arbeiten weniger vertraut 
8ind, nicht unverständlich sein. Desshalb liess ich meine Ab- 
handlung mit einem kurzen Abschnitte beginnen, welcher von den 
ersten Begriffsbestimmungen ausgehend den Gegenstand der all- 
gemeineren Aufgabe, womit sich die Integration der Differential- 
gleichungen überhaupt beschäftigt, nach seinen Hauptbestandtheilen 
in's Auge fasst. Was aber den Gegenstand der vorIi<^genden 
Untersuchungen betrifft, so habe ich denselben auf die folgende 
W^eise vertheilt. In einem zweiten Abschnitte wird die Form des 
allgemeinen Integrals für die Differentialgleichung der ersten Ord- 
nung Zrfz+ Ydi/=0 aufgestellt, wenn Z und Y irgend Funktionen 
der Veränderlichen z und ^ sind, ^^usserdem werden die beson- 
deren Integrale und die besonderen Auflösungen dieser Differen- 
tialgleichung bestimmt. Der dritte Abschnitt beschäftigt sich mit 
der Bestimmung des integrirenden Faktors durch Trennung der 
Veränderlichen. Der vierte Abschnitt bestimmt den integrirenden 
Faktor als gemischte Funktion der beiden Veränderlichen z und 
In dem fünften Abschnitte wird die Form des allgemeinen 
Integrals für die Differentialgleichung der zweiten Ordnung 

Zd^z^ rdy^ = 0 .... 
aafgestellt, wenn Z und Y irgend Funktionen von z, y und 
^ sind. Ausserdem werden die besonderen Integrale und be-* 



10 W0Hw mm0t9m.^ lHfferemiQklMA9tfi§m^ 

mwimw AifflOMniiMi 4Mm OiimiitUlgltMmifr bMiüMit Btr 
iAdM* AbMbnitt Mft die DiffjpraitialgiKeiebttDg iltr swüte 

suruck auf eine Differentialgleichung der ersten Ordnung? mit nur 
xwei Veränderlichen. Der slehefite Abschnitt endlich bestimmt 
d«D integrirendeo Faktor für den Fall, da«8 derselbe irgend ein« 

Punktion der dr^ V^rMtorltelien y und ^ kt « 



L Zetlegung d«r allgefnetnen Aufgabe ia ihre Haapt'^ 

bestandtheile. 

jede Gleiehang, welche eine Abhängigkeit z««-ischen mehreren 
Grtasen gad deren DlSerentialeti ausdrfickt* heiest Diflferential- 
gleichang. lau Gegeneata damit spricht man von einer endlichen 
iUelchang, wenn dieselbe von Differentialen frei ist Diejenigen 
Griiaaetoy deren Differeiitiale In der («leichung vorkommen» heiänen 
die VerSaderikheo; dagegen wird jede andere Grösse eiite Be- 
sUlndige geaannt. Die höchste Ordnung der vorkommenden Dif- 
lefeatfale bestfanmt' die Ordnung der Different!algleichung. Dem- 
nach hat man eine DifferenlSalgleichang der ersten Ordnung, wen« 
mir DÜerentiale der eiaten Ordnung vorkommen. Die Differen- 
Ifatgleichung heisst eine der' zweiten Ordnung^ wenn sie Differen- 
tiale der aweiteo Ordaung entbfilt. n. s. w. 

Wie auch immer die Differentiale in einer Gleichung vorkom- 
meo laO^» «o kann di^elbMoch Jedesmal anf Differentialgtei- 
ehangea xvrickgeMrt werden» worin ausser den Differential- 
qttotieaten 

dl ^ dH dh 
dg* dx "'dy^\ flpi' dx^ "'' 

keine Differentiale mehr \orkomraen. Eine solche Differentialglei- 
chung aber heisst partiell. Man denkt sich, die Veränderliche r 
werde durch die partielle Differentialgleichung als Funktion der 
andern Veräiiderlichein ^, x»,, bestimmt, Desshalb nennt man t 
die abhängige Veränderliche, während die Grössen y, di^ 
unabhingigen Veränderlichen heissen. 
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Es lassen sich jedesmal unzählig viele Funktionen von y, x.... 
angeben, welche an die Steife von x in die partielle Differential- 
gleichung eingesetzt derselben genügen. Diese FnnktioDen deuten 
auf ebenso viele Gleichungen hin, welche zHischen den Veränder 
liehen 2, y, o:.... der ülfferentialgleichung bestehen. Wenn man 
B. die Differeotialgleichung; 

2(y2_ aV + (» - J^)«=2(y* + a») 



antetzt, so bestehen die Gleichungen : 

«+^=0, i=y + 2a, z=:y — 2a, 2s=y— 



2a« 



u. s. w.. 



weil man der Differentialgleichung geofigt» wenn man diejenige 
Faolcüon von y an die Stelle von 2 einsetzt, welche aadi irgeod 
einer von diesen Gleichungen genOgt Die lotegmlreehiinjpc 
stellt sich die Aufgabe, alle möglichen Gleichungea zwisehen de« 
Veränderlichen 2, yy x.,.. zu bestimmen, welche auf die angege- 
bene Weise die Differentialgleichung befriedigen. Man Icdnote 
Anfangs glauben, diese Aufgabe führe auf endlose Reclinitngett« 
Allein es zeigt sich, das« jedesmal eine einzige Gleicbnng ange- 
geben werden kann, woraus alle vorhin erwähnten sich ableiten 
lassen. Dies ist nämlich die allgemeinste CfeicbttOg^ worans die 
vorliegende Differentialgleichung durch Differentiation abgeleitet 
werden kann. Man nennt aber die allgemeinste Gleiebntig^ woraus 
eine Differentialgleichung durch Differentiation abgeleitet «werden 
kann, deren allgemeines Integral. Die allgemeine Aufgabe* womit 
sich die Integration der Differentialgleichungen bescbSftjgt;- kommt 
demnach zuräck auf die Bestimmung des allgemeinen Integrals. ' 

Die folgenden Blätter sollen die Integration der Diffeiential- 
gleichungen mit zwei Veränderlichen, oder die Integration derjeni- 
gen Differentialgleichungen enthalten, wodurch die abb&ngige Veiw 
Snderliche z als Funktion einer einzigen Veränderlichen y bestimmt 
wird. Man nimmt hierbei die Integration der Funktionen einer 
einzigen Veränderlichen als gegeben an, mid betrachtet die ¥er- 
liegende Aufgabe jedesmal als gelOst, wenn das eflgemeine IlH 
tegral jener Differentialgleicbuogiien mit Hfilfe von Quadraturen 
dargestellt ist« 
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12 lietier: Integration der Üifferenüatgßeichungen 



IL Aligemeines integral, besondere integrale und be- 
sondere Aafldsoogen der Differenlialgleicliaiig erster 
Ordnung mit swel VerSnderlichen. 

Wenn man die Gleichong «rse nach den beiden Gruenen s 
nnd y difterentlirt» und wenn « eine bestimmte Fimlction von t 
und jf, dagegen e eine vriilkahrBcbe BestSndige oder eine will* 
kfibriiche Funirtion aller von den beiden Veränderlicben % nnd jf 
unabhängigen Grössen vorstellt, so verscbwindet dies willkfihrlicbe 
e» und man behilt die Diierentialgielebnng : 

Tbeilt man dieselbe dnrcb eine GrSsse welche gleiobfiilbi eine 
bestimmte Funktion von % und y ist, so hat man; 

da dz .dady ^ 

Daraus folgt» da^s jede üiifercijtialglcichung 

worin Z und J' irgend Funktionen der beiden Veränderlichen z 
und y sind, durch Differentiation einer Gleichung «=c entsfarnh n 
gedacht werden kann. Dent» wenn man dieselbe vergleicht mit 
der obigen aus a=c gebildeten Differentialgleichung, so ergeben 
sich die beiden identischen Gleichungen: / 

da -. .da 

denen man jederzeit genügen kann, weil die beiden Unbekannten 
et und k ohne Ausnahme alle diejenigen Grossen aufnehmen dör- 
ien, welche auch in Z und Y vorkommen. Da sich nun aber 
keine allgemeinere Gleichung angeben iSsst» durch deren Differen- 
tialion die Gleichung 

Zdz^Ydy=ze 

entsteht, so muss die Gleichung a^e als das allgemeine Integral 
dieser Differentialgleichung angesehen werden. Doch muss hier 
noeh bemerkt werden, dass das allgemeine lutegial a^e auch in 
der Form 9(«t)s±c angeschrieben werden kann, worin ip eine will« 
kfdbrfiehe Funktion vorstellt Denn wenn man « ans 9(«)=se 
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tm^r und %weHer Ordnung mU swei VerdnderücAeu. 1$ 

i 

mAmkkMkg m koAmt man inmor wieder aaf jen« erster» Fem 
es/tc) oder «=«1 znrflck, wo dami Ci=/Xc) die willkfihrlicbe 
Beeliftdige bezeichnet. Wenn es also Forkommt, dass mao aof 
terschiedenen Wegen wa versckiedeneD Integralformeo derselben 
IHSeVentialgleicbuog * - 

I 

gelangt, so ist diese Versciiiedenheit ohim Einllui^s auf die zwi- 
schen den Veränderlichen z und y dargestellte Abhäadiglieit. Bei 
der genaueren Untersuchung nird sieb dann jedesmal heraosstellen, 
dass die Integralformen ' * : 

vorliegen, welche alle auf ein und dieselbe Form «sC| hinweisen* 

Unsere Absiebt ist nun aber suniicbst die, zu aeigen, wie 
man alle Funktionen Yoa jf, welche an der Stelle reo s der 
OiFerentialgleichnog 

genügen, ans dem allgemeinen Integral allleitet Wir nehmen 
desshalb an, dass (z— f»)«*, worin iigend eine Funktion von 
und m ein bestindiger Exponent ist, för ein bestimmtes c = ci 
•in Faktor des Ausdrucks e sei, so dass also die identische 
Gfetchong: 

angesetzt werden kann, worin ut, wieder eine Funktion von z und 
^ vorstellt Wenn man dann das allgemeine Integral a=c diffe- 
rentiirt, so entsteht: 

(dai , dat\ , 

Indem man abkürzend 

dx . . da . ■ ► 

und ^ = / 

setzt. Diese Differentialgleichung wird durch t= ja befriedigt 
Streicht man den gemeinsamen Faktor (s — so behält man 
die einfachere Gleichung: 
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14 WtUer: me§nakm der Bt^irenUalgiHdmffm 

ffeldie mfeH wieder derd^ i^p MUedigt wM. Maa «Ml Mehi 
•tn» daee dieee Eigenecbaft der DiffereiitialgleicbDng, tecb ssfi. 
Idenfiaeh i« werdeo» aleaialii verloiea geht» weteher geraeiaeaaMi 
f^ktor «ach ionaer wegfallea mag«* Mao gelangt aa deiaaelbeB 
Ergebaiaa, wean maa auch dea Ezponentea m ab FaablieB: M( 
% aad ff Toraoaaetit. Wenn maa also in dec* ana «sc abgeleite- 
ten 



dct dz dady ^ 



an die Stelle von s die Funktion ^ einführt, so wird man dersel» 
hen jedenfalls gfenflscn, sobald auch das allgemeine Integra! a=c 
für einen besonderen Werth c = Ci den Werth 2=fi liefert. 



So genügt man x. B. der Gleichong 

fiir den besonderen Werth c=0 dnreh 2= JY • Wenn man 
jene Gletehnng diferenHirt» ao eotatebt: 

ydz-l'iay-Kz^by<^)dy = 0, 

eibr ancb, wenn man den gemelnaamen Factor y^-^ atreicbtt di* 
etafachere DUbrentialgleichnng: 

wj^e auch wieder dureh %^ -^ befriedigt wird« 

Man nennt jeden W^rtb z, welcher ana dem aligemeinen In- 
tegral o=c für einen besonderen Werth e=:ei hervorgeht» and 
deesbalb ancl^ der entsprechenden Diflfereotialgleichung'' genügt, 
ein besonderea Integral dieser Diflereotialgleichung. Die Anzahl 
der besonderen Integrale kann als eine unbegrenzte angeselien 
werden, weil das allgemeine Integral a^c jedesmal auch andere 
Werthe t liefert, weaa die wiUkfihrliche Beatindige einen andern 
Werth erhftit 

Damit hat man aber keineswegs alle Funktionen von y auf- 
gefunden, welche an der Stelle von i der Differentialgleichung 

da dz da dy 

genügen. Es giebt deren noch andere« welche dem allgemeinen 
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lategK»! « a e niemsli gendgeB, welclM» bMMidMi SRettt' man 
ancb immer der wUlMbrlicheo Bestlndigen c geben mag. In der 
Voraaeeetsniig» daae «in aoleber Werth i^fi der Differentialglel* 
ehnog geai^e, i^^aajedenfatti anA^bmafi» 4«|ft d^ al^ViailHl 
Integral asse in der folgenden Form sich darafelle: 

worin «I und tt^ irgend Funktionen von t vod ff «lod^ wetcfae Ql|f|r 
gfins den Faictor s — nlcbt mehr enthalten. Wenn nmi m wieder 
ehio BestSndige ist, ao 0ndet sich dnreh Differentfafion die 
(BMehnng: 

Nimmt man an, dass hier m<l sei, und setzt man 2 = fft ein, 
80 kommt der Faktor f, zum Vorschein. Um diesen za entfernen« 
mokif^iizifo man mit (z-*fk)?-% und, ea eotatebt: 

Man genügt dieser DiflFerentialc;lpirhung oflFenbar durch z=fi, 
weil 1 — m>0 ist Auch hif»r ist es utimöglich, diese Eigenschaft 
der Differcf)tiaigleichuiig durch Streichen eines gemeinsamen Fak- 
tors aut2u!iehen. Wenn naap also in der aus a=c ^bgeieiteteii 
Differentialgleichung; 



an die Stelle von z den Werth fi bringt, so wird man derselben 
genügen, sobald das allgemeine Integral Glieder enthält, worin det 
gameinaame Faktor (z — f»)"* vorkommt^ und worin m < 1 iat. 



Die Gleichung z + V 2«— ^«=c a.ß. enthält das Glied 
Durch Differentiation entsteht: 

tdz — ydy . , ^ 

oder auch» wenn man mit M multipllsiM, die OlÜBrential- 

gleichan|($' 

welehe in der That dnrch befriedigt wird* 
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16 Weiter: Megräiiom der Dig^entM^iHeMmiM 



. Hat maa die Gleiehmig 

•o findet man dnieb OiffefentiatioD die Gl^ehnftg: 

welehe dufch 2*=^ befriedigt wird , weil dae allgemeiiie lat^^iral 
dl« iietdeo Glieder und (z— enihSlt 

Weno zssf» einer Differentialgleichung ans dem zuletzt ange- 
gebenen Gmnde genügt, so ist dies nicht selten doeh wieder ein 
besonderee Integral dieser Differentialgleichung. Denn wenn der 
Exponent m, von weichem verlangt worden ist^ dass er < 1 eei^ 
logleich <0 ist, eo genügt der Werth aacb denn aiigemeioeB 
Integrale 

sobald man der willkflhrlichen Bejat^ndisren den besonderen Werth 

c = ao giebt. Wenn dagegen der Exponent m zwischen 0 und 1 

lies^t, daiui wäre jeder Versuch vergeljüch, der willkiilirlichen LJe- 

8tändigen einen besonderen Werth zu gebeii, so dafifi der Werth 

s=:f( auch dem allgemeinen integral 
• • • 

geneigt. Wenn der Exponent m zwischen 0 und 1 liegt, so nennt 
man die Gleichung t eine lieaondere AnfilieoDg der Dlfferen- 
tialgleicbimg. 

Es werden sich nicht in jeder Differentialgleichung 

Zdi^ Ydjf=2Q 

besondere Auflusungen vorfinden. Die vorher angestellten Be- 
trachtnneen haben aber gezeigt, dass dass Vorhandensein einer 
besonderen Auflösung aus der BeschaÜ'crtbelt der Coeffizieiiten Z 
und Y leicht erkannt wird. Diejenige WurzclL^rösfie, deren Vor- 
kommen in den) ailgeraeinen Integral die besondere Auflüsunf» 
zur Folge hat, wird nämlich jederzeit in der entsprechenden Dif- 
ferentialgleichung isurückbieiben. Diese Wurzelgrüsse liefert also 
die besondere Auflösung, noch ehe man zu dem atigemeinen Inte- 
gral gelangt ist Wenn solche Wurzeigrussen in der Differential* 
gleichung durchaus fehlen, so kann es auch keine besonderen 
Auflösungen geben; und wir werden desshalb, wenn eine Funktion 
z = f4. bekannt ist, welche einer Differentialgleichung genügt, in 
solchen Fällen keinen Aastand nehmen, dieselbe ein besonderen 
Integral zu nennen. 
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eriter und zttetler Oränuim mii %wei VeränderJicken. 17 

r 

« 

III. fiestiiri«iarrs^ des integritenden Fakti^rs dürch 

• , . Trennung der Veränd^riicben. . , 

Es ist schon oben gezeigt worden, dass die Diilerentialgieichung 

aus dem allgenieioen Integral a=:c entsteht, wenn man dasselbe 
differentiirt , und dann einen gemeinsamen Faktor «treicbt. Die 
Differentialgieicbung 

Zdz+ Ydy = 0 

darf'fillso I» jBlIeii 'FSlIefi als Identiseh aBgeseben werden mit dev 

CUeicbuiig .: . 

Wi^n me durch blosse DÜereiitiaticMi aus dem allgemeinen inte- 
gral ti=ic entstanden ist, wenn also ^=1 gesetzt werden, kann, 
so lieiset sie ein yollstfindiges Differential. Die Bestinimimg des 
allgemMnen Intiai^als hat in diesem Falle kelnj» wetteren Schwie- 
rigkeiten. Die Aufgabe wird dann jedenfalls auf die Qua4r9tur 
xuvffckgeflibrf » wie sich spftter zeigen wird. . Wenn aber die btf- 
fofeBfiateleichang[ kein vollatSndiges Differential ist, so ,hat man 
;die Aufgabe« Jenen Faktor, welcher aus dem voÜstSndigen Diffe- 
rential weg|gerallen ist , wieder sä ersetzen. Man hat die« den 
integrirendeo Faktor der Differentialgleichung genannt, well die 
ll^t^gration i jedenfalls gelingjt, nachdem man denselben aufge; 
fimd^n hat. , .. 

Die Dtfferentiai^etchung 

heisst eine gesonderte, wenn der Faktor ton dz eine blosse 
Funktion von 2, und wenn der Faktor von dy eine !)losse Funk- 
tion von 1/ lÄt. Die gesonderte Differentialgleichung kann jedes- 
mal als voIlMtändi^rps Differential angesehen werden. Das allge- 
meine integral hat die Form: 

4J • f 1: 1 1 J . . 1 • ^ , » » » • , • # 

fZdz^frdif = €. 

Wenn daher eine Gleichuns; durch einen Faktor gesondert 
werden kann, so ist dies zngfeieh Her integrirende Faktor dieser 
Dffferetttialgleichung. Die atigemeinste Differentialgleichung, weiche 
aa^diese Weise eine Sooderung zulttsst» Ist: ' 
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lö WiUir: inugratifm der MfftrentiMifßiMmnfim 

l\ Zdz + Zj Ydy = 0, 



iroriB Z nid 2^ FunktUmeQ Yon Fniicl Fnnctioiimi von jr 
Forsteilen. Der mtegrireode Faktor igt hier m&n 
bllt dit geionderCe BüferMtialgleicliiing: 

Nm ist swar Jene Oiff«r«iiti«lgleic1raDg 

nor eine inbedentMide SpezIalilSt. Allein es grAsdet sieh auf 
<Atr^ IntegVEfleB ein Verfahren« welches den integrirenden Faktor 
flir sehr Hde DiierentialgleiGbungeo Zdz -f Ydy=iO kennen lebri; 
worin Z nnd F gemischte Fonktionen ven z und y sied. Es ge- 
fingt nSnlich in vielen FfiUeo, die allgemeinere Gleichung 

Zdt-hYd^i&O ' 

so umzuwandeln, dass sie die vorher angegebene Beschaffenheit 
hat. Man bringt dies dadurch zuwege, dass mati an die Stelle 
der beiden Veränderlichen z und y neue Veränderliche einsetzt, 
welche als bestimmte Funktionen der vorigen gedacht werden. 
Es giebt zwar keine Regel, wodurch mau jedesmal die Form der- 
jenigen Funktionen bestiiiHut, welche an die Stelle von z und y 
als die neuen Veränderlichen in die Differentialgleichung eingeführt 
werden müssen, damit diese durch einen Faktor sich trennen 
lassen. Allein man hat gewi8«e Kennzeichen für diejenigen Funk- 
tionen, deren Gebrauch in der genainiteu Absicht viel eher einen 
Erfolg verspricht, als dies für irgend eine andere Funktion der 
Fall ist. Wenn dann auch eine solche Transformation nicht immer 
unmittelbar zum Ziel führt, so geschieht es doch gewühnlich, dass 
man demselben dadurch näher ruckt, und es endlich auch erreicht, 
wenn maa nach einander rerschiedene Transfordttationent anbringt 

Wenn die Differentialgleichung Zdz^ Y'dy—Q m der Form^ 

angeschrieben werden kann, so, dass die beiden Gleichungen 

Ztdx-^ Yidjf=0 nnd Z^fiz^Y^y^O 

einzeln ohne Anstand iniegrirt werden küonen, weil sich die Vei- 
äoderlicben durch einen Faktor trennen lassen, so gebraucht Jtnnn 
oftmals mit Vortheil als neue Veiänderlicbe di^ni|^ Fnaktinnm^ 
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ersier und weiier Ortbuatg mU twsi VeramtarüeMtn, 10 

#«lfche durch die Intofjration jener beiden Gleichung^en entsfebeo. 
Man setzt desshalb die wiliknbrlicbe Beständige des einen Inf»* 
grals einer Veränderlichen », die willküfirliche lieständige des 
andern Integrals einer Veränderlichen n jjfeich, und gelangt so zu 
zwei Beziehungen , mit deren? Hülfe die beiden Veränderliöhwi * 
und y der ürsprfinglichen Bifferentialpieichung Zdz-\- F%=0 
eliminireo sind. Wenn man den intcL^rirenden Faktor der Glei- 
chung + Fir/^=0 durch II, d 

durch V yorstellt, so dass also die beiden idtutischen Gleichangen: 
(Zidz -f. l\dif) ii=:dv und (Z^dz + Y^dt^) v =:du 

kestehen, so schreibt roao, um die veriangCe TransforinatioD ans* 
adtUffsB, diV nryprCiiigliclie Bifferential^eicbittgf der t^rmr 

Man hat alsdaim tfacsh dfe VerXiiderliehea t ond y ia den 
Coeflisleiiten v and pt^ durch die aeuen Terladerllchea c und u 

: Ih,. £^ sei' nun 

worin F und F, irgend Funktioaen von y sind. Zerl^ man 
dieve Gleichung hl die beldeUt ' 

<2z-|-Fz%=0' und d^f^f^, 

so findet man durch ]bt0grieiibn: 

h^fYdfi^h oder »=cs"''^^^^, nnd jr^c 

Man behalte desshalb die Verftnderltche y bei, nehme aber 

anstatt 2 die neue Veränderliche x, welche aua z^xe"-^^^ her- 
vorgeht. Die Differentialgleichung verwandelt sich dann, nach- 

tai man noch mit e^^^^ mnltlpnsTrt hat. In die gestAiderfe: 

<te-|-/^'^.r,%=rO. 

Daraus entsteht, Wera Mb ▼oirzogener Integration ctie ursprOhg- 
imy^mAeM^ r MriRigebtMiliriiMj- di^allgteitftfitwliitegnilc 

z/^*'+/>'*'.F,c^^.=.c. 
2. Es sei ad3f^fft(bdi-^d^^i^. 
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20 Weiler: Inieffratim der DifferenUaigUiciiungen 

Man zerlege diese Gleichung in die beiden <ix = 0 und 
bdz—dy^O» Mao erhäit durch Integration: 

«asc und bz—'ff^e. 

* 

Man behalte dessbalb die Veränderliche z bei, nehme aber an- 
statt y die oeoe Veränderliche bz—y^x,, Man findet dadnicb: 

Nimmt man uMb so erbSIt man die etnfacber« Gleicbung: 

Olle + (ar — 6)ilap=0, 

welcbe als besonderer Fall der Gleicbung 1. angeaeben werden 
Man erbftlt das allgemeine Integral: 



c Ä iL 
e.€^— -./ ^^dx^Cf 

worin nocb und a=ibz^y einzuführen sind. Da dann aber 

weder nach nocb aoeb nach y aufgelöst werden fcHnnte^ so be- 
traebte man w als die onabbSngige VerSnderlicbe, und bereebne 
darans die jedesmal sosammengeborigen Wettbe % nnd 

a Eb B^witet yH\dz^bdy)-^aiydz'-'idy)=0* 

Man zerlege hier In die beiden : 

ds — bdy^O nnd ydz^xdy:=:(^ 

Daraus folgt: 

% — by=c und h — ly^lc oder =c. 



Man nebme dessbalb anstatt x nnd y die neuen VerSsderil* 

z 



eben z — by^u und ~:=^v. Dies giebt zunächst: 



Nnn findet man aber weiter z(i — ^)=:ti, und man erhält 
dessbalb dnreb die Ellmliuitieii von t die gesonderte Diffarsntlal: 
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eruer und ztceUer Ordnung mii zwei Verdnäerltchen, 
Man berechnet daraus das allgemeine Integrat: 

+ « — -j- — 26 = c , 

eder auch, weno raan die vorigen Veränderlichen zurückbringt, 
und die vrllJkflbriicbe Beständige 26/c anstatt c schreibt, die Form: 

4. Es sei noch z^^.(ayi&>4-iiix<{9)-f ^yv&'fAt'^ — 0* 
Man zerlege diese Gleichung in die beiden: 

« 

Durch Integration findet man: 

a^4'ai^==fo oder t^»sse« 

« Ifizir^ilSf—lc oder 2^^i = c* 

Mau nehme desshalb anstatt z und iy die neuen VerSnderlichen 
und z*y*>=ii. Man erhält zunächst die Gleichung 

dv du 
i-|f"- + -=0. 

Um aber x und jf durch e und u auszudrucken» bilde raan: 

r 

Daran« folgt dann weiter: 

wenn maa abktlrzend ^ 

iii6| — «6 mci — na 

setzt Die obige OilTerentialgleicbung gebt demnach Aber in: 

nsd man fiadet daa allgemeine Integral: 

-f- fmfsi c oder qtv^if = e. 

Die i^LsoiiiJcren Integrale und besonderen Auflösungen der 
Diferentialgleicbung Zdi-^Y^d^ssiO stehen in naher ßeziebuog zu 
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fi^ WeUer:: Inttgrafim dür lHjr0r mi M0 iH$Mtn § m 

denjenigen PonktioffiiHi« wMi9 <lie Statte 4m ViftMmMm 
% uod y eingenihrt werden 'mOesiu»* damit dieee neuen Verinder- 
licben dnrch einen Fal^t^r der Differnnlialgleiehong eich trennen 
laeeen. Es läset sieb nachweisen, dass alle besonderen Integrale 
mßfi beso^ren Ajafllsa^geo ^ebr g)Beigoe| «iiM^» eipe selcbe Uwm 
^/^i^fopg lierbeisiiflibren. 

Voretst ist einlenffibtend, wenn die IKfferentialgidcbung eine 
gesonderte ist, das« dann audi das allgemeine Integral in einer 
Form darstellt werden kann, worin die Veränderlicben von 
einander getrennt trorfcomm'en. ¥^enn nun das allgemeine In- 
tegral der Differftiitlalgleiebiing Z^9^ in d«r Form 
«i(x^fi)" vorliegt, worin cci irgend eine Function von z und y 
Utt, so dass ein besonderes Int^rat der Diffeventialgleicbnng 
darstettt, so tritt an die Stelle des Faktors (z— z^)"*. .wftcber 
glelcbzeltig die beiden VerSnderlicben z und y enthält, ob anderer 
Faktor» worin nur die eine VeränderKebe 9 vorkommt, nachdem 
man eine der ursprfingMehen Veränderlichen mittelst x — 
ellminirt bat. Dasselbe geschieht, wenn das allgemeine integral 
In der Form Oi(r— fi)"* -|- a^=:V vorliegt, worin «j^ und a^, irgend 
Funktionell von x und y sind, und der Exponent m eine swischen 
0 und 1 liegende Zahl Ist, so dass also z=ft eine besondere Auf- 
lösung der Differenttalg^ichiing daintellt. Wenn also der Werth 
ss3f» der Differentialgleichung Zdx-^Tdy^O genägt, so wird man 
durch die Transformation 2— ftssa; der Trennung der Ve^änder* 
lieben In vielen Fällen Yorschnb leisten. 

. Wenn mehrere identisch. genfigende Funktionen x^^ vorlie- 
gen, welche sich nar durch eine Beständige von einaadbriwieiw 
scheiden, indem man flie ein;Kelnen Formen 

auffindet, so wird man mit beeofWrem Vortbeil die Gleichung 
x=sf(y, o) nach jener- Beständigen a auflnsen, um den daraus ge- 
sogenen Werth 0 = 9(2, y) als neue Verftnderlicbe einiufiSbren. 
Denn um duf hier von der Vor«nssetiiing «usgebent ^iass 4er 
Faktor: 

■ 

(01 — 9(1, y))«.(a,— 9(2,^))«..., 

sei es nun als besonderes Integral oder als besondere Auilosung 
der Differentialgleichung in dem allgemeincD Ifitegral auftritt. 
Nachdem man aber die Transformation q>{z, y) ausgeführt hat, 
so enthält jener ganz« Faktor otfrabar nur die eine Veränderiiebe a;. 
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Um dM Efiniqatioii yao i dotcb die Glelehinf t^fy,m) 
«atsiiflihrem bilde man 

und die Gleiebong Zdxi- r4^c=0 geht üb» in: 
5. Es «ei 



wann 'F, T% und F, Irgend Funtctieyen' Ten y AroraleUeo. Kennt 
man ein beeonderes Integral s^fi dieser Differentialgleichong, ao 
ailM man x*-fftB5«r, nod man arhält, weil nadi der Aanahnie 



iat, dnrcii die Elimination Fon * d|e toeaa GMehung: , 

ila? + F«5>% + (2 i> + ri)a?i^y^O. 

JDteaelbe wird noch weiter Tereinfacbt, wenn man «=2' aetat. 
Man erliilt dadnreh die Gleichung: 

welch« mU der Torher hetracfateten Gleichimg 1. flbttfgiaetyimt. 

6. Ea sei nun yife— «^+V^ oyz— i>.d^=0, 

Nminit man so findet sich zur Bestiimnunij; von die 

quadratische Gleichung m^~am — (i. Man aatae deaabaM» »^ary, 
und eibült dundi die EUnüsation voo z: 

oder, wenn man mit y.Voar— ^ tbeilt, die geaonderfe Pifferen« 

tialglelchung : 

Um das Irrationale wegaubringen, nehme man V o« — a:* = or» 
Daraua foigt: 
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S4 Weiler: InteitüHon der Biff$re^iUa§hMmme» 

md inaD behält: ' . 

idv dy 

Durch Intogratioii fiodet man arci|;o = iV^ejf, oder vsCg /Vc^. 

* 8etat man aber den Werth ss ^^L\ eb, so bat 

man das allgemeine Integral: 

^ — 1 = tg^/ V , oder auch z=ay» üobHV c^. 
7.. sei %«r-B»)<fo4-(«-y)*iÄr=%*+a*)i%f^ 

' I 

Nimmt man «ssy-fin, so findet man m*:c:4a*. Man genl^ 
also durch z=y±2a. Desshalb setie man z^^ff=s», und man 
erhält durch die Eliroioatton von z: * . 



Wenn man durch (y*— a^)Gr*— 4a«) theilt so entsteht; 

• - • 2dx dl/ 



« 



Durch Intonation findet man: 

* • 

T^rT-:i==*c, oder — ^-j-^ sze,^-^ • 

8. Bs sei «relter (z+«y)(ilr+6rfy)+(<j + e^»)(yrfz— 2dy)=s0. 

Nhnrot man z = my, so lindet «ich zur Bestimmung fod m die 
quadratische Gleichung (m + a) (m ^0)=0. Man genflgt hlso durch 
2-f a^ = 0 und i + 6y=0. Man setze desshalb x^a^, und man 
erhält durch die ElimiDatioo von z die Gleichung: 
• # 

j 

welche einfacher wird, wenn man y"=s- setst. £s entsteht: 

e 

6r + a) (« + 6)<ie a+c)© + e)iMia;=0, 

oder, wenn man mit dem Faictor von dv theiit: 
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weiter Qränung mit zwei VeränderUckeH, 25 

W«im'inaii dies mit der CHaiehang 1. vergl«rcht, und wenn man 
ingleich beachtet, das» 



iM« so gelangt mao an dem atigemeinen Integral: 

* 

worin ^ die willkubriiche Beständige versteilt. 

9. Es sei nun (y« - «•;rf2=(yr +aV^iH-y*- <<«)d!f . 

Man genügt dieser Gleichung durch y«— o*=0, und desshalb 
auch dorcli z= W^i^-\y^ — a'^. Man setze nun r - V^zHy*^-ä*ss «. 
Uro damit z zu elimioiren, so bilde man nacb einander: 



2 = -- 



2, . »»--rar— «- = .-«= 2^ 

Durch Differentiation bilde man weiter: 

25i 

Wenn man dies AUes einsetst, und sngleieb den dadurch ent« 

stehenden geraeiiisaoien Faktor ^ ^IL"""' streicht, so bleibt 
die Gleichung: 

(jr*— «*) dx=i {y — ü) ,xdy. 

Man tbeile weiter durch a;(yS— a»), und man behfilt die gesonderte 
Differentialgleichung: 

Daraus findet sich das allgenleioe Integral in der Form: 
Ä=c(3f + fl) oder i — V x» «•= c(y + «). 

10. Es sei noch (1 -|'y^)*<£z + a(l — ^) VTf^.rfy =0. 

Man genfigt dieser Gleichung durch zc= j"^^^ , worin in eine 

Beständige, »velche aus der quadratrschen Gieichuog a=V^ m*+ 1 
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OT bembn«» ist. flto- iitinge dmuMh mt die titolle in» « «Ii 

neue Veriliiderücbe welche ane «=i-ir£: hw^^orgeht Daraus 

* T<*3r 

folgt:. V 

Mao findet weMer durch Uiffereotiation : 

■ 

'^^ 

Wenn mao dies einsetzt, uud wenn man zugleich den gemeiosameii 
JSenoer (l-f-a:^)^ weglässt« so behält man die Gleichung: 

• (1 + r j = (1 + — ö V 1 + 3?«) ; 

i 

oder, wenn man die beiden VerSnderlieheii trenot : 

Um das Irrationale ZU entfernen, nehme man x^=-l-{^x9. 
Daraus folgt: 

^-T^ uud i + ??t=|:zi2- 

« * ■ < 

Ferner hat man 

_ (1 + p^),2d le 
und entsteht die neue Gleiehang: 

^— g 

IMan erhSlt daraus das allsememe Integral : 

eder aueh> iudem man daraus v eoinickelt» • • ' . 



« 
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erua und %iMii€r Ordnung ml zwei Verdftäeriicken. 87 



tg(— 2 wctgjf). 



S a dh ^wa mm himw filr m fegebraM y den Wordi « ^crr^eb* 
net hat, findet man j;=:i s, und daao aach gss , ^ j -» 

IV. ße^ilimmung des integri renden taktofb als ge> 
mischte Fuikktion voo 2 und 

Man sieht ein, das? das vorhin auseinandergesetzte Rech- 
nungsverfahren, wodurch man die Trennung der Veränderlichen 
bezweckt, immer nur dann von gutem Erfolg sein wird, wenu die* 
jenigen Funktionen von z und y, welche als neue Verände?liche 
an die Stelle von z und y eingeiührt werden müssen, damit 
die Trennunai; möglich werde, durch einTachere Form wesentlich 
vor dem allgemeinen Integral az=c sich hervorthun. Dass dies 
Immer der Fall sei, darf nicht vorausgei»et/.t werden. In dem 
andern Falle wird man vortheilhatter da«; allgemeine Integra! un- 
mittelbar aU geiuiscbte Funktion der Veränderlichen hetitininien. 

Die BestimmaDg des ailgemeiaeo iDt^ale a=c bat niemale 
fiksbwierigkeit, wenn die Differentialgleicbiing Zdx-^Tdy =sili ein 
▼olletändigee Pifferential ist, oder wenn sie als identisch mit der 

dann die beiden Besiehnegen; 

da da 

Aus der ersteren folgt a=/Zd2-|-o^« worin eioe neeb nn- 
bekannte Fenktfon Ton y ist Üm diese FWnietlon an bestimmen; 
nehme mao abldlTzendJ*Z<22^4%. Durch Uifereotlation derGlel* 
chuiig «psoi i- Ulde nwn: 

da dui dcc^ 

oder auch, wenn man auf die zweite der 4ibeu angeführten Bezie- 
hungei) Kücksicht nimmt, die Gleichung: 

y dai " "* ' ' ' 

Daraus erhält inao durch Integration: 
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^ Wwtltr: integration der IHfferenüalifleichuugen 



und das all($eraeine Inte^al ist also unter der vorher gemachtoa 
Voraiissetaung in der Form a^-|-«[^=e dargestellt. 

Ob aber eine vorliegende Differentialgleichunt? Zdz^ Ydy —0 
in der Tbat ein Tollstäiidiges Diffe#ntial ist, dies entscheidet 
sich durch die vorzunehmende Kechmini;,, Nur dann, wenn jene 
Voraussetzung richtig ist, wird man nämlich auf dem vorgeschrie- 
benen Wege KU einem Werthe gelangen, worio die Veränder- 
liche y nicht vorkommt. 

1* Es sei 

Man findet 

Ferner findet man 

Man hat also das allgemeine Integral: 

Wenn die lileichunjr Zffz ^ Ydi/-=:0 kein vollständiges Diffe 
rentiai ist, so wird dieselbe doch immer dadurch mit der Glei- 

cbnng ^«{ysO tdentiseh, dass man alle Glieder mit 

einer »gewissen Funktion von z und y mukiplizirt, welche, wie 
schon bemerkt worden ist, der integrirende Faktor heisst* Man 
hat also die beiden Beziehungen: 

Wenn man daraus a eliminirt , so entsteht eine Gleichurif^, 
worin nur die Unbekannte k vorkommt. Man diese Elimt- 

nation ausfShren, indem man die erstere Beziehung rtach y, ^'^ 
andere nach z differentürt Aus der Vergleiebaag dieser beiden 
Resultate ergiebt sieb : 
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d{Zk) _ d{Yk) 
dff dz ' 

oder auch , wenn mao durch k' tbrilt, und sagteioh die abkfirseo* 
den BeseickaoBgeii *u^d eioführt» die GieichuBgs 

(a) ^k^^k^d^ dz"^' . 

Jeder Werth vrelcher dieser Gleiehang genflgt, beeitat die 
fiigenachaft» die Differenfiaigleichinig Zkdz-f TMp^O an einem 
Fellatindigen Differential an machen. Der Oebraacb der Gleichung 
(a) beschränkt sich deaahalh enf die Beatimpnng einen beaende* 
ren Integrale. Da aber ein besonderes Integral immer nur dnrch 
Probiren ermittelt werden kann, so gelie man der nnbekaanten 
'Funktion k In Beaug auf das Vorkommen der einen Verinderli- 
ehen x versnchsvreise eine bestimmte Form. Man setze dfeselbe 
in die Gleichung (a) an die Stelle von k ein» und untersuche als* 
dann» ob nich da» Vorkommen der andern V^r^lMf^lhihen |f so 
angeben ISsat, dass die identische Gleichheit eintritt 

Wenn man aas jenen beiden Beziehunpfen, welche durch die 
Vergleichung der Differentiaigieichung Zkdi-{- Ykdjf^O mit dem 

du du 

▼olJetSndigen Differential 'g^^^'^ '^^h *™ Verachein hemmen, 

die Unbekannte k eliminirt« so erhält man cur Bestimmung von « 
die Gleichung: 

'Wenn es gelingt, eine Funktion von 2 , und if anzugeben, 
welche dieser Gleichung an der Stelle von a genügt, so is^ damit 
das allgemeine Integral a=c bekannt Man mflsste also, oni die 
Funktion a unmittelbar zu bestimraen, ein besonderes Integral der 
Gleichung (b) aufsuchen. Nun lässt sich aber die Frage, vrelcbe 
von den beiden Gleicbnngen (a) und (b) bei der Integratiou der 
Gleichung Z^/z-f Fd|y=0 benutzt werden solle, leicht beantworten. 
Denn es folgt aus der Natur der Aufgabe, dass der integrirendo 
Faktor sehr wohl eine wesentlicb • einfachere Gestalt annehmen 
kannr, als das allgemeine Integral crs=e selbst; dass aber niemals 
umgekehrt das allgemeine Integral wesentlich einfacher sein wird 
•la der integrisende Faktor. Wenn also auch einzelne FSlle deok* 
btr sind, wo man etwa dieselben Rechnungen durchzufübreo hülle« 
m» ein r blonderes Integw»i dor. GMtehang edet ein b e ae n derei 



\ 
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«90 Weiter: Inteffrtüion der Differential9(eichm$en 

Integral der Gleichung (h) aufT^uüiiden, so wird man doch in den 
meisten Fällen eher zum Ziel kommen, wenn man den letzteren 
Weg einschlägt. Auf diese Betrachtung gründet sich der Vorzug, 
den man jederzeit dem Gebrauch der Gleichung (a) vor dem der 
Gleichung (l>) einräumt, so dass also mit Recht behauptet werden 
kann, die Integration der Gleichung Zdz-\-ydy=0 beruhe im 
Wesentlichen auf der Bostimmung des integrirenden Faktors. 

Die DD11 folgendeD CfilersiieftQngen werden ekh auf diejenigen 
Fälle bescbranken, in welchen der int^rlrende Faktor die Gestalt: 

abnlniiut, worin X, ft, v ..«. irgend Fonktfonen Ton i/, die Exponen« 
ten" m« ii«... aber bei^ndlge Grossen sind. Wenn man diesen 
Wertb ir'Sn die GleichuDg (a) einsetzt, so erbSIt man: 

(0 »j— «-^-jj .... + j^-^sd>. 

Um-dle «Unbekannten X, $^ 9 .... in, ir...» ans dieser Gleiclnng 
an bestimmen^ ordne man nacb Pöteoxen nnd nach den sonst ftr 
den Coelfslenten Z und F vorkommenden Funktionen von sh' Man 
setse alsdanii dei^ gemeinsamen Faktor jeder eiaxelnen. FnnkttoD 
gleich Null-» und man erhSit auf diese Weise mehrere andere 
Gkidbngen» wekhe snr Beafimmnng dler nnbekalmfen GMIasmi 
an benetsen sind. W^n dieiwiben so ang,egeben weiden kSnpenh 
dass allen jenen Gleichungen Genfige geschieht» so gietit i|s 
in der That einen integrirenden Faktor von der angenommenen 
Form. 

Diese Rechnung lässt sich aber wesentlich vereinfachen, da 
man im Stande ist, sogleich diejenliipn C^leichnn2;pT5 anzuiicfien, 
welche auf dem angegebenen Wege zur Bestimmung irgend einer 
der unbekannten Fuiiktinnen fi, v — durch die Elimination aller 
^beigen Unbekannten entstehen. l)a nämlich der genieir»same 
Faktor jeder einzelnen Funktion von z für sich verschwinden miij^s, 
damit man der Gleichung (c) genüge, so behält man auch darui 
eine ridiüge Gleichung, wenn man an dleStetfe von 2 kgendf eine 
Funktion von y einsetzt. Setzt man aber die Fonktion an die 
Stette von z ein, so geht die Gleichung (c) tiber in die einfachere 
Z^' 'i', F=Oj worin nur noch die Uanbekannte fi vorkommt. Diese 
Gleichung unterscheidet sieb aber von der zn integrirenden Glei- 
f billig 7\r' I Fs^O offenbar mir dadurch, dass Aberall jtt anstatt x 
▼orkenunt. Wenn also für die Differentialgleichung Zdt-I- Tdy^O 
^ hiiagiiitmdOT Faklw i» der üon^ i(e— ^)»(f -^v)* m.. benteht 



k. 



Digitized by Google 



erOmr und zweier OräimH§ mit %mi VerdttderUfiJUn, 9i 

MrcSsd 4i»Be9tofltbeile z — fi, x— t^... eiuselo gleicb^nll gesetzt 
jedeMal iMsondere Integrale oder auch besondere Auflösungen 
dieser .DÜereetialgleicbung. r^achdetn man solche Futiktionen 

aafgefaDden bat, fdlire man dieselben an die Stelle von fi, v 

CID» unddW' weitere Gebrauch der Gleichung (c) beschränkt sich 
dann auf dift Beetuamung der Funktion. A und der bestäiidigen 
ExponealBB mh 



Wenn man die Gleichung (c) benutzt, om die abrigen Be* 
■liiBd^fctiia ^ d«s ioiagrirendaa Paktiura 

Wik tieathmiiaD».. ao hat man gawisse Operattonan TüfinnilMwiii, 
iroldM aiiieB weaeutlifdbeti Beataadtbail daijenigaii RecfcbnigMi 
auamachMw wadiweh maa das ▼oilatindige. DSÜfet ealiat 

ia^grirt. Nachdem man jene GrOs^en X, m, n.... aafgefimdea bat, 
so werden also dieselben Rechnungen tbeilvreise bei der Beatin- 
mang des allgemelnea Integrals wieder Torkommea. Man hat 
desshaib guten Grund/ von dar Glelcbmig (c) keinen weiteren 
gebrauch zu macbcfn. Man wird dann die Diffsfentiaigieicbung 
Z^+Fd^ssO sogleich mit dem sum Thed noch unbes^mmten 
A tnalt?pli»ren, änd dann die Ibtegration gerade so ausfahren, wie 
w«DD ein vollständiges Differential vorlige. Man geht abo aus 
TOB den beiden Beziehungen: 

^ = Z* ilad^=FÄ. , . 

Ana der ersteren erb&lt man ass/Zkdz + a,^, worin «j eine 
noch anbekannte Funktion von y ist Die angedeutete Integration 
nach z kann ausgeffihrt werden, weil das Vorkommen von z in 
der Funktion k bekannt angenommen Ist. Man setze abkürzend 
Ui^fZMz, and bilde durch Differentiation die Gieichung: 

da dui dct^ 

Wenn man nun die zweite der vorher angegebenen üeziehongen 
benutzt» am die Unbekannte ^ z« tNminiren, «o entateht? 

(e) 5^=iÄ— 

ordne die^^e Gleichung nach Poftensen. and nach 4en aeuat 
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vorkommenden Funktionen von z, und lasse den gemeinsamen 
Faktor jeder einzelnen Funktion von z ffir sich verscMvtndvo. 
Man gelangt auf diesem Wege zu verschiedenen Gleichungen, 
welche zur Bestimmung von (t^ und der übrigen in k noch vor- 
kommenden Unbekannten zu benutzen sind. HStte man diese 
letzteren Unbekannten vorher aus der Gleichung (c) abgeleitet, so 
wSren die jetzt entstehenden Gleichungen von selbst erfflüt, mit 
Ausnahme einer einzigen, woraus die Lnbekaante hervorgeht» 

Wenn auch der zuletst bezeichnete Weg bei der Bestimmung 
des integrirenden Faktors nicht gerade Gberall einf^eschiagwi 
werden soll, so wird die« mit Vortheil doch immer dann geschehen» 
wenn die Exponenten m, n... in dem W erihe kssiX(z — fi)"'(z — v)«.. 
schon t>ekannt sind, so dass also die Funktion K als die einzige 
Unbekannte anrfiekbleibt. Die einfachste Annahme der Art ist 
ofenbar die, dass der integrirende Faktor eine Funktion der 
dnen Veränderlichen y allein ist, so dass also k^X wa setzen ist 

?. Wendet man dies an auf die schon früher integrirte 
Gleichung: 

worin F und irgend Funktionen von y sind, so ündet sich 
ai=^fkdz=bi» Die Gleichung (e) jiimrot dann die folgende Ge- 
stalt ao: 

^=(Fz+n)A^A'x. 

Man zerlegt dieselbe In die beiden: 

X'=Fä und $^=Fiil. 

Durch Integration entsteht: 

, A«/^*' und «i=/Fiildfy. 
Man gelangt demnach zu dem allgemelneu Integrale: 

1 

Wir Qiitefsuchen jetst die Clleichung: 

für den Fall, dass und f/' stanze rationale Funktionen von 1 sind, 
so dass also auch die Form: 
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■ (Z«"-^ -f Zii'^ +....+ Zn^i) dz + ( Fi^^ Ii j^-» -f . V. . + F»)iiy = 0 

«ogeschriebeD werden kann^ worin 2Zi .... ITi .... irgend Funlitio* 
ncv ▼eo vorstellen. Der integrire'nde Faktor dieier DiABrenfiel- 
gleichnng Ifieet.eich oftniale in der Form. 



anseilen» worin ft, v, irgend Funktionen , von ,^ ^ind. 

MdtJplisirt man damit die Dilferentialgleiehangy so erbfilt man 
dis vollstftndige Hiff^rodMs 

Wenn man nun annimmt , dajss der Nenner aus n Faktoren be« 
stehe 9 so entsteht durch die Zerlei^ng in die partielien, Bruchf 
die Gleichung: 

. 1. • - -■■ • ..... 



Nun findet man aber nach bekannten Regeln: * 

jif _ y) *f ^(f*> y) 

• « 

» 



Wenn man alle diese, Werthe einsetzt» und angieleh beachtet, 
dass z = fi» zr=v, ar=ff.... besondere Integrale' der Gleichung 
<p(z, ^)ris-f ^)%=0 sind, dass diese also jedesmal an einer 
identischen Gleichung wird, wenn njan di|r)if( ^ init einem der 
Werthe (i, v, n.*., rertanscbt, so entsteht: 

- . ■ 7 . , • 

(ti ivA , y) d%—d fi l(p(v, y) tUkJLd v - 

-t* (jf-i|i)(flB-ii,).... Hiii:« ^ ; ' 
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Man kann akb mit Hälfe der Gleichung (e) leldit davon fibM' 
seugeo, dass dien Immer nur dann ein vollatilndigea Differential 

iet w«BB dievaiitQieD von — — alle foo # anah* 

hängig sind. Man bestimme desshalb die Funktion l so, daas 
irgend einer yon diesen Faktoren eine beständige Grösse ist. 
Wenn dadurch auch die übrigen Faktoren von y unabhängig wer- 
den, dann hat der integrirende Faktor in der Tfaat die vorhin 
angesetzte Form» und der Integration der Gleichung 

steht nichts weiter im Wege. 
a> Um iKe Gleldiang 

■ 

hieroaeh an integriren, bedarf nan aar eine« einzigen iieaeiHiereii 
Integrale fts=fi. Man verwandelt dieaellie in die volletSiidige 
iHleieBtial: 

Nimmt man A=], so behält man: 

Man findet daraus ()aa allgemeine Integral: 

* 

/^"C^y + ^C*— f*)=^ oder 6^^^^.(«— fA)=c, 
4. Es sei €&-K»+a^")rf^=0. 



•••• 



Setat man die Rdhe »«iJ^+«ii3r"*+"%^'+'''if*^'+ 
ein, eo beh&lt man: 

(»+a)y»+(wi+iiw)^-H(wa+Wi(»-l))y"~H(«%4mt(ii-2)^^ 

=xO. 

Daraus bestimmt man das besondere integral: 

ay»a + — yS p 

■ 

Da nvn T^X iet« eo liat man dae allgemeiiie lotegiai: 

o^— oag^* + «»(ii— 1)^«-^^— «Ji(»— 2>y»-» + ....) =c. 
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6. Dm die Gleichuog ^ 

hiernach zu integriren , bedarl man zweier besonderen Integrale 
%-=^^ und %=v. Diese geben das ▼otletändige Differential: 

(»-fi)(»-i;) 
oder, «renn man in die partiellen Brüche zerlegt: 

lünunt man bierlssfi^y« so behält manilieeiiifiudiereGleicIniiig: 

+ =-0. 

Daraus entsteht das allgemeiDe Integral: 

.^>^*(.-rt=c(.-,). 
& Der Gleicfaang 

genügeD und »=i. Daraus folgt fi— v=s^ — Da nun 
f ist, 80 erliält man das allgemeine Integral: 



7. Der ffileichoDg 

gnfigeD und Blaa bat ^— v«— 

1 

ima ^iat« ao hataiau daa aligemiae Integral: 

~ a 6 a 6 
e^(s + 5). 

Ea giebt keio Verfahren« wodurch man sn dem aligemeioen 



Da 
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lotegral der Gleichung s'-f^»^ 4-^1^+12=0 gelängt, und welcbes 
lugleich onabhSngig ist von der Kenntnis« eines besonderen In* 

tegrals. Da aber die Integration keine Stcbvrierigkeit mehr hat, 
wenn ein besonderes Integral bekannt i8t, so hat man sich viel- 
fach mit der Bestimmung der besonderen Integrale dieser Diffe- 
rentialgleichung beschäftigt. Die dazu fuhrenden Rechnungen 
werden aber durch die folgenden Verwandlungen wesentlich ver- 
einfacbt. Man bringt an die Stelle von « eine andere Veränderli- 
che a:^ indem man Y% -~ x stützt. Man erhält dadurch, nachdem 
man noch mit F multiplizirt hat, die Gleichung: 

oder aoch, um dies einfacher zu schreiben; 

« 

indem man durch ¥ und 1| andere Funktionen von y vorstellt als 

e' 

vorher. Man setzt onn weiter Daraus folgt 



«nd die Differentialgleichung erhält« nachdem man mit e maltipli- 
zirt hat, die folgende Gestalt: 

Die Bestimmung der besonderen Integrale e hat aber weit 
weniger Schwierigkeiten als die der besonderen Integrale s. Doch 
muss man die Bestimmung von v der Integration der linearen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung tiberlassen. Wenn v be- 

kennt Ist, so erhält man » dureh die Beziehung /iia — 



8. Der horaogeneti Differentialgleichung: 

=0, 



worin die Summe der Expenenten von % und y in jedem 
dieselbe Zahl n ist, geot^n offenbar n besondere Integrale ¥oo 
der Form s=my. Denn setzt man diesen Werth von s tin, so 
erhält man zur Bestimmung der Beständigen m die Gleiebung: 
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Mao hat de^shalb den integrirenden Faktor 

. l 

- {« + + («i + + ... + ^sr * • 

Maoeraiehtaaftder Gleicbiiog(0. da8sdieCo«f&zi6nteo aller par- 
üelleiiBrfiefae, welch« diireb diesen Faktor m der Differeatialgleichiiiig 

] 

aniD VorscfaeiD koiumeo, lür il=- beständige Wertbe erhalten. 

3^ 

5ehreibf man nun aber die homogene Differentialglelebnog in der 
«mfacberen Form Zi£i-|-1%=0, so hat man den integrirenden 
Faktor: 

9. Die Gleichung 

fahrt demnach auf das volfatlndige Differential: 

3m(» + 2y) 

Weiiu man iti die partielles Bruche zerlegt, so entsteht: 

Mao findet daraus das allgemeine integral: 

'^,+ 22^) + fc =0 

oder auch: 

12 • 
"i H — e. 

la Die Gleichung 
liefert daa ▼ollstilndige Differential: 

Durch Zerlegen in die partielle Biflche entsteht: 
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Man bildet daraus das allgemeine Integral: 

» 

oder aocb : 

11. Man Dehme nun die Gleichung: 

(» + + b)d% + ( (c + c — a)» + cey + h)dy =0. 

Man genügt hier durch s=sMty<|-n. Denn setzt diestein» 
80 «Dtstebt: 

((m-f-a)^ + n\^b)m + ((c+e— <i)m + ce)y + (c + e— a)n-|-A =0. 

Zur BestimmoDg Ton m und n hat man alm die beiden GM* 
chuDgeii: 

m* + (c + e)iii -f- c« =0 

und 

(m + c + « — fl)»-|-Äia + As=0. 

Man findet daraus die beiden besonderen Integrale : 

» — h , — A 

»t==^<jy+ — und «=— + 



Man findet weiter» weil F=0 iat, das vollständige Differential: 

a—c d%-^cdif a—e d%-\-edy ^ ^ 

— c . bc — Ii ' c—e . öe — 

Nimmt man k=e — c, so entsteht das aligenieine Integral: 
^ . Äc — , . be — h^ 

worin K die wlUkfihrliche Beständige ist. 

12. Auch die Gleichung: 

liefert swei besondere Integrale ft:^my-|-it. Denn wenn man die« 
eineetsf, so entsteht: 

((w-f- a)y +»)»— 6wiy + ((c + e)m + Ä)y + (c+c)it + ce =^0. 

Zir Bestinmang von m und n hat man also die Gleiehungen: 



trum' umd zweiter Ofümmg mli «Ht UfäiMtiM$n, SV 

und 

+ :l- 4 ^ 0* 
Daraus folgen die beiden besonderen Integrale: ; 

HC — /* , ae — h 

UOd *=7^3^-«- 

Uro das vollständige lotegral 2U bilden, schreibe mau die 
Diflerentialgleicbung vortheilhafter in der Form: 

Mm findet dann« weil /b— 1 die Gleichung: 

- ac — h , , öc— A , 

ß Q 

Nimmt man > so eot^^teht das allgemeine Integral; 

y 

. ac—h . . . . . ae — A ^ » , 

frorln K die wiHkfihrlicbe Beständige vorstellt 
Wenn der integrirende Faktor der GleicbaAg: 

+ Zi*i-« +....+ Zn-i)rf» + (7»» + Z^«»-! + + = 0 
ivieder unter der Gestalt: 

• _^ 

(a. — ftX* — V j (» — TS) . . .. 

angeDomttMQ wird» wenn aber der Nenner dieies Braeben aus we- 
niger alnn Faktoren besteht, so treten swar dieselben BttitiehP' 
tnogeo ebi wie vorhin: allein es entsteht jetst durch die Zerlegnag 
in partielle Brfiche die Gleichung t 

*¥sh9) da^d^ M».») ■ d»-dv . _ 



xTorin^ F'Fi ....l^l7i «... Funktionen von y sind» tvelche durch die 
iHultiplikation der ursprünglichen Differentialgleichung mit A zum 
Vorschein kommen. Damit dies ein vollständigeä Differential sei, 
kommen zu den vorigen Bedingungen noch andere hinzu. Nheit* 
d«m nämlich A wie früher bestimmt worden ist, und ditdurch 
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die Faktoren von ^Z^ **"'" beständige Grusseo ubej- 

gegaogen sind, so moss auee^rdeni der erste Tbeil der vorliegen* 
den Differentialgleicbnng flBr . sieb .ein. vollständiges . DiferepUal 
darstellen. 

13. Es sei « 

Mau geni^t durch «4-2^=0. N'inuut maji. k=.^^^^i so ent- 
steht: , : . 

I^iimmt ruau A=:l, so behält'man die Gleichung: 

• i 

Das allgemeine integral ist demnach: < | 
y5+/(a+3^)r=/c, oder -{■ y)^e, | 

14. £s sei noch: 

Man genflgtaucb hier durch s-f vsrO. Nimmt man desshalb . 

l • ' 

j-r — , so entsteht: 

Man bat hier jfX=l xu setzen, nnd man behält das vollständige 
Düferenfial: 

Daraus folgt dann das allgemeine Integral: 

<rfaf+(<l+Wft« + y)=/c, oder «»(• + y)M^=caf«. 

Wenn die bisherisje Annahme, wonach die Exponenten m, n 

des intes:rirendeM Faktors A'= A(» — — v)".... i^leich —1 zu 
setzen sind, nicht zum Ziel föhrt, so wird man dieseüipt» vorerst 
noch unbestimmt lassen. Da dann aber auch in dem Werthe 
ai=^fZkd% eine ünbestimnitheit in Bezug auf die durch die an- 
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gedeutete Integration entstehende Funktion von a vorkommt, "as 
bei tlem Gebrauch liei Gleichung (c) »ehr hinderlich ist, &o wird 
man denn doch hier mit Vortheil zur Gleichung (c) zurückkehren, 
um nach den zuerst gegebenen Regeln die Grossen A., m, n — 
zu ermitteln. Nachdem man dieselben aufgefunden hat, schreite 
mao zur Integration de« voUstäiidigeo Differeutials Zkd*-\-Ykd^=Q. 

15. fi9sei 

' Man genügt hier durch ssbOl Setzt man desshalb ssste*, 
80 erhält man xur Bestimmm^ ron i nnd m die Gleichung: 

l* c 1 

Daraus folgt » oder X=y«->, uod in-f 2=0. Man 

hat also den integrirendeo Faktor Das yoll8tän4ig« 

Differential 



(1 - )3f + + ^ ^) . c% = 0 
liefert das allgemeine Integral in der Form: 

16. Ee sei onn: 

Mao genflgt dieser Gleichung durcb sssy. Setstman k^Ji(%^ym, 
80 ist: 

(c) (a*+yR + 3^*)f + (m+3)(«-|-3()=0. 

Daraus folgt is=sl, ]itH-3=0, und also iSssr:^^^^,. Daa voll- 
»tSndige Differential ist: 

«der» wenn man in die partiellen BrOche serlegt, 

(og-f2ys)rfg yd%_ {a ^+2y%)dy fkhf ^ 

(s-y)» (»-y)» (s-ir)» 
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Bim fiiMM toaus «UgeaMiii« Integral: 

17^ Di«. iGleichnng: 

kana durch die frühere Annahme integrirt werden, wenn iwei be- 
sondere Integrale vorliegen. Nun genügt man durch * = Es 
lässt sich aber nicht so leicht ein zweites besonrleres Integral 
angeben. Man nehme desshalb A=/l(8 — y)">, oud man iiadet zur 
Bestimmuag von l und ta die Gieicbaag: 

Darausfolgt 7M -1-2:^0« und 2" = ^ oder i=:e< Man bat also 

den integrirenden Faktor U=^e''Xz'—if)'^, und das voUatSndige 
Differential : 

Daraus entsteht das allgemeine integral: 

18. Es sei noch 

Mau genügt dieser Gleichung durch 2^ + ^^ — a*=:0. Uess- 
halli nehme man k=l{t^-{-y'^ — o*)'». Setzt man dies in die Glei- 
chung (a) ein, so erhält man zur Bestimmung von k und m\ 

n.^' « (2*11+ 

Man genügt durch 2m 4* 1=0 ond (j^*— a«) ^ + (2m+3)y=0. 
Man bat also mss — nnd j-s:^^, oder ^ »^^i* Ferner 



1,1 SS ~ - , und man gelangt au dem voHetiii 

dlgen Differential: 
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y^dt/ grfy ^ • 

* 

Daraiw findet man das aUgemdM Integral: 



2 + V"i«+y«— i*«=sc(y - a). 



V. Allgeraeines Integral, besondere Integrale und 
beaeodere AuflOeongeo der DlfferentUlglelcbung 
swelter Ordnung mit swel Verinderliehen. 

Die ellgemeinete DtSerenttalglelchiing der zweiten Ordnung 

mit cwei Veränderlichen » und ^ hat die F^tia Z^4*/ssO, wo- 

rln Z und Nirgend Funlctioneb von % und ^ und des DiffereDÜal- 

qootienten ^ sind. Das allgemeine Integral dieser Differentialglel- 

cfaiiog iSast sicfa jedeemal . in dei^ Form «=c darstellen, worin a 
«ine bestimmte Fuol^tion der drei Veränderlichen e% % und y ist, 
e aber eine wÜlkfibrlicbe Beständige bezeichnet. Denn durch Dif* 
feraotiation findet man: 

dcc „ , du ^ da ^ 

dH * 
wenn matt abkärsend ^^—^ setkt. Tbeilt man dies no«h mit 

einem Faktor k, welcher auch wieder eine bestimmte Funktifio 
der drei Veränderlichen %\ % und jf ist» so entsteht: 



da %" ,(da da\\ 



Aus der Vergleichung mit der allgemeinsten DifferentialgleicJmng 
Zs^ -f- JKc^U ergehen sich die beiden Beziehungen: 

da . du dtt 

denen man jederzeit genügen kann, neil die beiden daraus zu be- 
stimmenden Funktionen a und k alle Grössen in sich aufnehmen 
dirfen» welche aach in , den Coälficienten Si und ¥ vorkommen» 



* 



Digitized by Google 



» 



44 Weiler: Integration der Differentialgleichungen 

*l)as allgemeine Iiiteii;ral der Gleichung Zz"-fF=0, welches 
aul diese Weise bestimmt worden, ist selbst «ieder eine Diflfe- 
rentialffleichung der erhteii Ordnung;. Man nennt dasselbe das erste 
Integral der Differentialgleichung zfveiter Ordnun;^. Wenn man nun 
auch das erste Integral ß=:c der Inten;ration unterwirft, so findet 
man die endliche Gleichung' zwischen den Veränderlichen, welche 
das zweite Integral der DiOferentialgleichung zweiter Ordnung 
heisst. Um diese /.weite Integration durch die bisherigen Hülfs* 
mittel auszufuhren, wird man, da nun a irgend eine Funktion von 
2', 2 und y vorstellt, die Gleichung a=c nach 2' auflösen. WeuD 
dies a = c in Bezug auf 2' eine Gleichung des nien Grades ist, so 
wird man auf die angegebene Weise zu n verschiedenen Werthen 
2'=/i(z, z'z:zf^(z, y),,^ gelangen. Durch deren Integration er- 
geben sich alsdann ebenso viele Integraiformen 

von denen jede lür sich eine and'^ere willknhrliche Beständige 
aufnimmt. Man kann aber alle diese Gleichungen, welche hezCig- 
üch den einzelnen Werthen 2' entsprechen, in einer einzigen Glei- 
chung; vereinigen, indem man dieselben mit einander multiplizirt, 
und also («i f fi ) (a^ + Cj). . . . =0 setzt. In dieser Gleichung, 
welche ausser der durch die erste Integration eiiiiietiihrten will- j 
kuhrlichen Beständigen c noch n andere wlllkuhrli( he Beständige j 
Cj, c^--. enthält, darf man weiter die letzteren ^^ illkühriichen Be- ; 
ständigen alle einander {rleichsetzen. Dadurch geht weni<rstens 1 
nichts verloren, was nicht jederzeit wieder ersetzt werden könnte. 
Man erlangt andererseits durch die Annahme Ci=C2=... den 
Vortbeil, dass man anstatt der IntoGfralform (aj + c'i)(a2 + c^) ... =0 
«ine andere viel einfachere Form hat Was aber die Wiederher- 
stellung der allgemeinen Integralform betrifft, so bemerke man zu- | 
D&chst» dass man durch die erwähnte Annahme auf eine Giei- 
dioog des nten Grades in Bezug auf C] geßihrt wird. Indem man 
diese Gleichung nach auflöst, und nachträglich den einzelnen 
' wUlkfibrlicheo Beständigen Ci wieder verschiedene Werthe zutbeilt, 
kommt man auf jene Gleichungen a, +Ci=0, c^-f ca=0... zu- 
rtlcky deren Gesammtheit das allgemeine Integral darstellt. Es ist 
andi^ gestattet, um die Integralform («i 4-<?i)(o2+ <?s)«.«=0 noch 
weiter zu vereinfachen, sieb der allgeroeineren Annahme C|=9)|(«)y 
^s92(e)... zu bedienen, worin e eine willkfihrliche Beständige, 
und ipi9 <p^"' willkübrliche Funktionen vorstellen. Denn auch so 
lissen sieb durch die Auf iiisang nacb e jene Integraiformen 

«I -|-Ci =0, + C2=: 0.. . 

^ eiuaeln wieder anffinden; Eine Uifferentialglelcfaiing der ersten 
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Qniamii^ lMitjbt(«ia»4lM »teil. C^adMi* wenn iM^awwrttoltw it i a ii t 
x'wf dem ntmk Grade darin verkommt Coterder verbtai gemadi- 
tw BescbränlniDg kann aUo das allgemeine Integral efaMr Mleben 
DÜsrentialgleidiung als eine Beslebmig awlsebeil den TerAnder- 
Ucben angeseben werden, weiche in Beang auf die darin Yorkorn- 
mtnde willkfihrliche Bestftndige eine Glelcbnng dss nten Grades 
daislsllt. 

Bat man z. B. die Differentiaigieicbung des zweiten Grades: 
80 Imdet man durch die Auflösung nach i' die beiden Werthe 

Darcli Integration entstehen. die beiden Gleichungen: 

V?+p+Ci+y=:0 nnd V?Tp+ea-y=:0/ 
Diese lassen sich vereinigen in der einzigen: 

( c, + y) ( + Ca- y)i=Ü. 

Nimmt man dariu Cii-Cp^O, so bat man die einfachere Glei- 
chung: 

*Hy*Wci+y)«s=0, oder ^«-2c^y-^el*, 

welche als allgemeines Integral der obigen Differentialgleichung 
de« zweiten Grades aniresehen werden darf. Durch die Auflösung 
nach Ci erhält man nieder jene beiden ursprünglichen Integralfor- 
Dien, indem man die willkührliche Beständige C| in jeder der bei* 
den J^usungen jrerschieden denkt 

Das bis dahin auseinandergesetzte Verfahren, eineDiffierenttalglei- 
chufig der ersten Ordnung und des »ten Grades zu integrireu, zeigt 
keine anderen Schwierigkeiten als diejeni<;en, welrlie die Auflosung 
einer al«?ebraischen Gleichung des nten Gradesund die früher gege* 
beoen Integrationsverfahren mit sich bringen. Man wird aber die 
gemachten Bemerkungen gerade hier an der passenden Stelle 
finden, nachdem man sieb überzeugt hat, dass nur die Integration 
der Differentialgleichungen zweiter Ordnung uns in den Stand 
setzt, das allgemeine Integral einer Differentialgleichung der ersten 
Ordnung und des nten Grades viel schneller zu erreichen, indem 
man nicht allein der Mühe überhoben ist. <lio Wurzeln der Glei- 
chung des nten Grades zu bestimmen, sondern das allgemeine ln> 
tei^al AO\g^ unwitt^ibar ui jener eintacberen Form darstellt» weleb«^ 
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•fIM WM«-«» Bttwig Mtf 4fo wüNciMieb» Amtiiittg» «Im CUoi- 
ch«Bg dw mUn iAmdtß tot slelll «ich dabei Mcb Iwnm«, 
dasB dieM« IttfogiationaTeifiihrtii mit nielit gnittgeram Eifolg auf 
aoldie Fftlli» auagedehnt wird» füi welche das saerat angegebene 
Terfabiea nicht anareicht, weil die DIfferenflalgleichangder eraien 
CMooag m=s€ ia Beeng anf 4as VorkommeD Ton if Ten aelcher Be* 
achaffenheit iat, daas nicht mehr daraus entwickelt werden kamt 

> 

Daa Integratlonawfabren, welchea aUo jetat anaeindergeaeCil 
werden soll, steht in naher Beaiehung au denjenigen Rechnungen^ 
wodurch man aus dem sweiten Integral einer Differentialgleicbang 
der iwelten Ordnung Zz^-t T^O diese selbst wieder ableitet In« 
dem wir uns auf die vorhin gemachten Auseinandcrsetaungen 
atfitsen, dürfen wir hier von der Voraqssetsung anagehen » dase 
das aweite Int^ral durch irgend eine Gleichung zwischen den 
beidep Ver&nderllcben 7 und $f imd aweian wiUkUhrtiehen Beeün» 
dtgen%ich darstellt Um nun aber yen diesem Intepal au der 
Differentialgleichung der aweiten Ordnung Zt^ -f- YssO überzuge- 
hen, kann man zwei rerschiedene Wege einschlagen. Man kann 
nimlich durch die erste Differentiation ebensowohl die eine wlUküfar» 
liehe Beständiger als auch die andere zum Verschwinden bringe u. 
Wollte man die BestSndige ct» welche in dem zweiten IntegraJ 
auf dem nten Grade vorkommen mag, zuerst wegbringen; 
konnte man vor Allem die verschiedenen Auflösungen -f Ci =0, 
(^4-ci=£0..* bestimmen. Durch Diffsrentiation würde man In je- 
der einzelnen die willkübriiche BestSndige Ci entfernen« und man 
eitiielte die der nrsprüngiicben Integralform entsprechende Diff^ 
rentlalgleichung der ersten Ordnung, welche in Bezug auf ^ vom 
nten Grade ist. Indem man jene n DIferentialgleichungen des er- 
sten Grades mit einander multiplizirt Man findet aber dieselbe 
Differentialgleichung des itten Grades auf einem kürzeren Wege. 
Man differentilre In dieaer Absicht die ursprüngliche Integralform, 
welche durch ß=Q vorgcAtellt sein magl In der veriiegenden Fprip» 
ynd man erhSlt 

Die Elimination der willkührlicben Beständigen ci swischen den 

beiden Gleichungen |3sO und ^^''l'^^O Mrt alsdann an dem* 

selben Resultate, welches man auch durch die vorhin angegebenen 
RechnuD£;eT) erhalten würde. £f i8t einleuchtend, dasn man dies 
Verfahren« die DifferentialgleichMns: nus dem alljjemeinen Integrale 
^«ll^'S» bilden ohne Anstand auch auf diejenigen FiUe aiie- 
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erster und »weiler Orämin^ mii %wei Veränderlichen» 4f 

dehne, in w«lciieii' dl« €lcU«Dg jSsrO kl «Bezug auf -te^ 1P«lbMH 
meo von Ci von «olcb«r Besebafftnbett IMf, das* iler Werth Ci 
nicht mehr davaaa^ entwickelt werden kemi. 

Um die Gleichung z^z=z2ciy-{-Ci^, von der man oben g^filiei 
bat) das^ sie das allgemeine Integral der Gleichuag s^S^-f-«^ 
darstellt wieder als Beiepiel zu b^Dutsen, #o difierentiire man die» 
selbe. Mao fiodet zz'=:ci. Wenn mn nun iiber die willkQbrllcbe 
Büfts^ige swiachen den beiden Qleioliiuigviis 

z*=2ciy + Ci* und zz'=s.ei 

Aobiirtp «0 kommt vtm in der That «nf «IIq obigo OilHmiM- 
gMcbnng des sweit^ Gradee s— S^j^^fss^ zntick. 

Je nachdem nun aber die eine witltii!irli( he Beständige 
c oder die andere willküiirliche Bestandige l\ des zweiten Inte- 
grals durch die erste Differentiation entfernt wird, gelangt man 
EU zwei verschiedenen Di(ferential{>leichun«?pn der ersten Ordnung. 
Diese beiden Differentialgleichungen lühren aht r, wenn man durcb 
eine zweite Differentiation die jedesmal noch zurückgebliebene 
vrillkiihrliche Beständige wegschafft, auf ein und dieselbe Diffe> 
rentialgleicbuug der aweiteo Ordnung. 

* 

Hat man ««B. die Gieicbang it^ey^^ciy-^, findet man, 
man dareb DISerentiatioD die Beetflndige entfernt, die 
Oiümntialgleichung der ersten Oidnong - . ^ > 

Wenn man doreh eine zweite Differentiation auch die Bestän- 
dige c entfernt, $o entsteht die Differentialgleichung der zweiten 
Ordnung: 

Bringt man nun aber durcb die erste Differeiitiation die Be- 
atSndis^e c weg, so entsteht die Differentialgleichung der ersten 
Ordnung : 

3f»' — ittss— 2ecky-« 
woraus dieselbe Differentialgleichung der zweiten Ordnung 

bervorgebt, wenn man durcb die sweite Differentiation die sorSek- 
glMM6D« Bestandige tilgt. 

. Dies sind ^iso diejenigen RecbmuigeQ, wedvcb mau die IMf* 
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faresflBlglcMiuig dar sweiten Orduii^ ^risd^ aaffiBikl» mmm 
der«» xweites Integral Torliegt. Der sweifiicbe Weg, auf welcMn 
man an dieaeni Ziele gelangt, erkl&rt «miehet die Thelsicbe, 
daaa jede Differentialgleichnng der xweiteo Ordnung ron swei 
yeracbiedienen DifferentialglefcbniigCkpi 'der eraten Ordni^og abgelei- 
tet werden kann. Denn wenn man die Diferentialgleiebang der 
lEweifen Ordnung dureb Integration in eine Differenflalgleicliiinf 
der eraten Ordnung umwandelt» ao ist kein Grund vorbanden, wa- 
rum gerade die eine und nicht ebenso gut die andere der beidett 
wegfallenden Bestftndtgen xnetst wieder eingeßlbrt werden seilte. 
IHese beiden ersten Integrale sind aber, wie man jetit einslebl^ 
In Beeng auf die dnrcb dieselben dargestellte Abhftngigkeit swl- 
scben den Verlnderllcben nicbt wesentlicb von einander Yerscbier* 
den. Die zweiten Integrationen liefern ein und dieselbe endliche 
Gleichung. 

' 'Wenn man nun aber die vorhin gegoltenen Vorschriften» wo- 
nach man die Differentialgleichung der zweiten Ordoimg aus dem 
zweiten Integral zu bilden bat, bestimmter in*s Auge fasst, so Uegt 
der Gedanke nicht fern» daas man das zweite Integral selbst- an- 
geben kann, wenn die beiden ersten Integrale einer Differential* 
gleichung zwdter Ordnung vorliegen. Die beiden ersten Integrale 
vrerden !n&mlicb dadurch aufgefunden» dass man das zweite Inte- 
gral /l=?0 geradezu differentürt, und dass man alsdann das eine- 
mai die erstem das anderemal die zweite willkfibriicbe Bestilndige 

dß dß 

zwischen der Differentialgleichung ^s'-|-^=:0 und dem zweiten 

Integral ß=0 eliminirt. Jedes dar beiden ersten Integrale kann 
demoach als das Resultat der Elimination derjenigen willkfibriicfaen 
Beständigen angesehen werden, welche gleichzeitig in dem andern 
ersten Integrale und in dem zweiten Integrale vorkommt. Man 
wird dessbalb das zweite Integral selbst aus den beiden eraten In* 
tegralen auffinden, indem man den OlllerentialquotleBten swl« 
^cben den beiden . ersten Integralen eHminirt 

£s ist vorhin gezeigt worden, dass die Gleichung 

das zweite integral der Differentialgleichung zweiter Ordnung: 

darstellt Die beiden ersten Integrale zeigen sieb, in den Formen: 

.. ^ a^zzi^MC^^ und ^ 0»= — 'iaci^-». ♦ »■ 
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trUer uiui %weiier' Ordnung mit %wei y er änder liehen, 

W«oD man darau9 eHmiiurt, so koMnt iMn ib der That sa- 
rück auf das zweite Integral: 

Da man jetzt die Ueberzeugung gewonnen hat, dass man aus 
den beiden ersten Integralen einer Differentialgleichung der zwei- 
ten Ordnung deren zweites Integral durch die Elimination von %* 
erliSft, so versteht es sich, dass man auch zu dem allgemeinen 
Inteirrale irgend einer Differentialgleichung erster Ordnung 7=0 
gelangt, ohne vorher nacli »' aulgelöst zu haben. Man betrachte 
m dieser Absicht die Gleichung 7 — 0 als das erste Integral einer 
üifferentialglcicljung zweiter Ordnung, welche durch die Differen- 
tiation der Gleichung 7 = 0 wieder zum Vorschein kommt. Unter 
welche estalt man diese Gleichung vor der Differentiation auch 
immer gebracht haben niajj;, oder welche Elimiaatioo man auch 
immer zwischen den beiden GieicbuDgeo 

ausführen mag, wenn es gelingt, ein anderes erstes Integra! yi=0 
für die so entstehende Differentialgleichung der zweiten Ordnung 
anzugeben, so bedarf es nur der Elimination von z' zwischou den 
Ijeiden Gleichungen 7=0 und 7|=:0> um das aUgemeioe Integral 
der Gleichung }'=0 zu erhalten. * 

Nachdem man auf diese Weise zur vollstft'ndigen Kenntnis» 
des zweiten Integrals einer Differentialgieit linnu; der zweiten Ord- 
nung ge!an£;t ist, wird man zunächst wieder nntersnchen, wie man 
die besoiHlercn Integrale und Idie besonderen AuliOsungeo einer 
•olcbeo Difterentiaigleicbung aufiindet 

Jeder Werth %' , welcher aus dem ersten Integral a — c einer 
Differentialgleichung der zweiten Ordnung Z%" -\- V=Q entu iekelt 
werden kann, nachdem man der willkühriichen Beständigen c irgend 
einen besonderen Werth beigelegt hat, genügt auch der Differen- 
tialgleichung zweiter Ordnung, und heisst ein besonderes Integral 
dieser Differentialgleichung. Wenn dagegen eine Funktion von % 
nnd y der Differentialgleichung zweiter Ordnung genügt, und wenn 
diese Eigenschalt der Funktion dem Umstände zugeschrieben wer- 
den rauss, dass ein Glied des ersten Integrals a=c mit dem 
Faktor (« — -fi)"* verbunden ist, worin jene Funktion von % und 
y bedeutet, und m eine zwischen 0 und j liegende Zahl ist, so 
Dennt man dieselbe, dem Früheren analog, eine besondere Aufl«- 
«aag der Differentialgleichung zweiter Qrdnuog. > 

Tli«U XXIX. 4 
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' Alle d%BM'lMf#iid«r«ii Integrale' und betoadereli AelKMtiiiglfti 
eind durch DiSerentialgleichungeo der ersten Ordneng daTgestellt, 
end haben als solche seihst wieder Ihre besenderen Integrale und 
besonderen AuflQsnngen. Nun Ist einlenchteod, dass jede Funk- 
tion von y, welche an der Stelle von « irgend eine dieser« Dlffe- 
rentialgteicbungen der ersten Ordnung befriedigt^ auch jener Di^ 
lerentialgleichung der zweiten Ordniüig genügen.wM. Eine solche 
Funktion von y mtisi^ aber stets wieder als eine besondere Aul- 
ilosung der l>ifferentiaig)eichung zweiter Ordnung angesehen wef- 
den, wenn sie aus emw von denjenigen Differentialgleicbungen 
der ersten Ordnung ihren Ursprung nimmt» welche selbst besondere 
Aufl»)sung^en sind. Wenn dagegen die Funlition von y einer Dif- 
lerüntialgleichung der ersten Ordnung genügt, welche selbst ein 
besonderes Integral der Differentialgleichung zweiter Ordnung; ist, 
so kann dieselbe ebensowohl ein besonderes Integral als auch 
eine besondere Auflösung der Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung sein. Man sieht iibri^oii.s eit), (iass alle möglichen Funktio« 
nen von y, welche an der Stelle von £ die Differentialgleichung 
der zweiten Ordnun<r befriedigen, und welche zugleich in die zu- 
letzt besprochene Klasse gehören, indem sie für irgend einen be- 
sonderen Werth der willlviihi liehen Beständigen c aucli dem ersten 
Integral a=:r genüct n, aus dem zweiten Integral (ler Differential- 
gleichung eitel Ordiiufig nach den schon bekannten Regeln ab* 
geleitet werden können. Da<re<ren hedart nian zur Bestimmung 
aller ilerjenigen ftesaiuleren Auflösungen, welche aus einer Diffe- 
rentialgleichung der ersten Ordnung hervorgeben, welche selbst 
besondere Auflösung ist, jedesmal auch der Kenntniss des ersten 

Integrals a = c'. , , ' \ 

• 

Hat man «.'ß. das erste Integral : 

worin ü die willkOhrllche Beständige ist, so erhält mau die zuge- 
hörige Dififerentialgieichung der zweiten Ordnung; 

Vj(V«-j»^ , , 

■I 

ioder^^ wenn man' den Clenner wegbringtr • . . i :» r 



yz' -4- v^hüf^ ^2 

oder auch« wenn man noch mit ^ ^--^ miiHiplizirt,' 
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enm unä %m«tm Ordmtug nUi zwei VeranderlteAen. Sl 

üm das zweite Integral dieser üifferenzialgleieliuog zweiter 
Ordnung zu bestimmen, entwickle mao i* aus dem oben angesetz- 
ten ersten lotegtat. -Alan erhält: 

*• 1.' ' • 

2<!yz'=z«+c», oder jqf:^ = 7^' 

und daraus das zweite Integral: 

2arctg ^ = , oder x= c . iglVe^ • 

Öocb lassen <^ich hieraus nicht alle Funktionen von y ableiten, 
welche jener Differentialgleichung der zweiten Ordnung an der Stelle 

von z genfigen. Denn da»' erste -Integral yt' = c -|- V ffhf^^z* 
liefert ansserdem die beiden besonderen Integrale der Differential- 
gieiebong zweiter Ordnung: 

fft^T^z s 0 und jfz" -f X s 0. 
Durch deren Integration entsteht : 

. z=c^ und z=^^ 

fvoiilb' e% und wUllcAhriiche Beständige sind.« 

Um diejenigen blonderen Auflösungen einer Differentialglei 
^ipp^ zweiter Ordnung Zz'^-f F=0 zu bestimmen > welche auch, 
dena ersten Integral als solche genögenj wird man das zweite^ 
Integral ^=:0, welches irgend eine Funktion von z, y, c und Ci ist, 
nacli der durch die zweite Integration eingeführten willkfihrlichea* 
hpspStn^^gen auflösen. Wenn dadurch Glieder zum Vorschein kom* 
mffgkg welche mit dem Faktor (z — (i)"* verbunden^ sind, und wenn, 
m eine zwischen 0 und l liegent^. Za^i ist, so ist bekanntlich 
2 ^ ^ = 0 eine besondere Auflösung des ersten Integrals a =r c. 
Man wird aber oftmals vortheilhafter einen anderen Weg einschla- 
gen, welcher auch zn diesen besonderen Auflösungen führt, dabei 
aber die Auflusang des zweiten Integrals ß = 0 nach der willkfihr- 
lichen Beständigen Ci umgeht. Um diesen Weg kennen zu lernen, 
stelle man das aus «dcir Entwicklung ven entstehende Resultat 
durch die Gleichung = vor. Wenn sich nun auf die vorhin 
bezeichnete Weise ^ne besondere AuflBsong ss=f^ findet, so wird 

das Glied ^ in dem vollständigen Differential + ^ ily=0 

jedenfalls den Werth oo annehmen, sobald man darin z = (i setzt 
IReHn B«n zwar jiieht ancli vmgeicelurt alle diejenigen Werths 2, 

4* 
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Air welehe jenet Glied ^ den Werth oo annimiiit» als beeoodere 

Auflösungen des ersten Integrals a=c sich herausstellen werden, 
80 unterliegt es doch keinem Zu eitel, tlass alle besonderen Auf» 
lüsuiigen unter jenen Werthen z sich vorfinden. Wenn man nun 
weiter die Gleichung flfi=Ci nach x und dif erentiirt, so entsteht 

dai ^ dci 
dz^ dt' 

Daraiie felgt, dees jenes Glied ^ dee V4illstindigeii Differeolitli 

identisch ist mit dem ans gelegenen Differentinlqnotiente 

de 

Alan kann desshalb auch sagen» dass alle besonderen Auf- 
lösungen des ersten Integrals «sc sam Vorschein kommen, wenn 
man den ans dem zweiten Integral «isscx gezogenen Dlfferential- 

dc 

quotienten den Werth oo» oder auch» wenn man den Difft* 

dz 

leotialquotienten den Werth 0 annehmen Ifisat Mit diesen 

Bemericnngen ist eher die vorhin ansgesprochene Behanptuog» dsss 
man die besonderen AaflGsungen der Dlfferentialgleichnng «=<?^ 
anch liestimmen lEonne, ohne vorher deren Integral /}=0 nach der 
wiilkfihrlichen Beständigen Ci aufgelöst zn haben» gerechtfettlgt; 

dz 

da man weiss» dass der DUIerentialquotient ^ l£eineswegs aas 

der eotwicIceUen Gleichung «|SC| abgeleitet 'werden mnss» son- 
dern anch aus der unentwickelten Form ßssO aufgefanden wird. 
Man differentiirt nftmlich die Gleichung ß^O anch wieder nach 
s nnd Ct. Dadurch entsteht 

dß dz dß _ 
dz dvi ^ dcg 

Man eliminirt Ct zwischen den beiden Gleichungen 

dz 

und man gelangt zu demselben Werthe , welchen man un- 
mittelbar aas der entwickelten Fenn e^ Mea wfivdn. Ob 
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*r$t€r und %weiUr Ordmtng tiut %wei VerMerlUken, 03 

also die besoDdereo Auflösangen der GleichungeD ass« auf die- 
sem Wege XU erhalten, mache man io d«r Gleicbuog 

dßdz dß_ 
dz 

vat Allem dia Aonahme ^ as 0. Mao elimiolre aladaoo nH* 

•eben der dadurch entstehenden Gleichung und der Gleichung /3=:0. 
Das Resultat der Elimination enthält alle besonderen Aufloaungen 
der Gleiehung «=c. 

Um die« auf die schon ohaa benotita Differentialgleicbong 
2|3fi'= j aotuwendeo, differentiire man daran Integral 

Mß=z2ciy f ^i' nach x und nach Ci. Man erbftit « 9 ^ «i* 

dz ' 

dei, ^ ^ **** y + = 0. Wenn man nun ci awiacbeo 

y-f-d =0 und x*;=2ctar*f ci eliminlrt, so findet man 2*-hy*sO^ 
was in der Tbat eine besondere AuflOanng der obigen Differential- 
glai^bnng ist 

Tl. Reduktion der Differentialgleiehung Zsf'i-¥^0 
nof eine Differentialgleiehung der ersten Ordnong 
mit nur swei VerUnderliehen. ^ 

4 m 

Um dia Differentialgleiehnng der aweiten Ordnung Zz**+ Y^O, 
worin £ und F irgend Funktionen der drei Veränderlichen x*, x 
und y sbid, aus dem ersten Integral a=sc abanleiten, mnaa man 
dies, wie oben geselgt worden ist, differentiiren» und daa vollatita* 
dign Dpierential 

d» da da _ 

mit einer Grösse k theilen, welche selbst wieder eine bestimmte 
Funktion der drei Verfinderlichen 2', z und y ist. Wenn ^=1 ist, 
•der wann die Gleichung Z:'' -|- F=0 ein vollständiges DifiFereatial 
darstellt, so kommen bei der Integration keine weiteren »Schwie- 
rigkeiten vor. Man bat dessbalb hier, ebenso wie bei der Integra- 
tion der Differentialgleichungen erster Ordnung im Wesentlichen 
wieder nur dlls Aufgabe, jenen Faktor k zu ersetzen, welcher die 
IKferentialgleicbung zu einem vollständigen Differential macht, und 
diisbalb der inlegrirende Faktor genannt wird. 



In fialen FiUan Iftsst sieb die Dtferantialglaiehnng der awal* 
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M MnuDg Z^-^- F=iO in «iiie IMfiBr«rtili^l«ktami 4ef «rsM 
OrdouDg mit fmk iwei VerSodcriiehbD iiiiiwatidfilii.- W^na dies« 
UmwaDdluDg gelungen ist, dann ist die Integration nnr davon ab- 
hSogig, dasB man nach den frflher gegebenen Regeln den integfi- 
renden Faktor der DiffeientiafgleichuDg erster Ordnung auffindet 
Was also b solcben Fällen bei der Integration der Glelcbung 
Zt^ •^ FssO äu den frflheren Ontersncbnngeii noch hinznlnnniiKt» 
ist nlebts weiter als die Ausfllhrang der ervrfthnten Umwandinng. 
Dies söK denn atteh den Gegenstand der folgenden Untersnebnngw 
ansniacben« 

■ Da das erste Int^^l ttsse lrgend eliie-Finiktlonderdr^i Vet- 
Sdderficlien 7fl*% nn^ y TtorHlellt, so bestlnilnt lilcb der 0iff»rebtbl« 
qnotient darch die Differentialgleicbnng der zweiten Ordnung 
als Funlrtion von % and y. Wenn aber ^ als Funktion von % und 
y gedasht wird* so erhSlt man dnreh Differentiatieii» da hierbei % 
als Fanlrtlon von « angesehen werden muss, den Werth 

« ifj' , dl* 
dz ^ dy 

V/enn dies In die Gleichung Zs^-f F=0 eingesetzt wird, so geht 
dieselbe über in die Differentialgleichung der ersten Ordnung: 



t 



worin die drei V eriiiiderlicben z', % und y Platz nehmen. Wenn aber 
von diesen drei Veränderlichen entweder z oder y in den Coäffi* 
xlenten Z und F der Differentialgleichung fehlt, so behält man 
zur Bestimmung des ersten Integrals jedesmal eine Diffe- 

rentialgleichung der ersten Ordnung mit nur zwei Veränderlichen* 
Denn wenn die Veränderliche z in der Gleichung (a) nicht vor- 
komml; so darf man annehmen» dass dieselbe auch in dem ersten 

dz' 

Integral fehlt, und desshalb ^ =0 setzen. Mau behält dann die 
Gieichnng: 

Z<2z'-|- Ydy^Q. 

Wenn die Veränderliche y in der Gleichung (a) nicht vorkommt, 

dz' 

so ist die Annahme ^ =0 gestattet und man behilt die Gleichung r 
Wenn die Coeffizieoten Z und F gleichzeitig die drei Verän- 
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Mkhtftt xf, t «i4 y •famchlioquotf» so wird taan «e«vi«iNB EmiklWi- 
QC».V0D und y |is jD«ue VflrSpdcNrlicli» ift die QUIcfciwig: * • 

• 

euiföbreD. Wenn die dazu benutzten Funktionen die ß^enaqbaf^. 
beaitzeo, daaa daa erate Integral a=.c selbst nur zwei von den 
neaea V^nderliclieti eiaachKesst, indem nämlich darcir die ^K" 
ndaalioa van ii^ad zweien der ursprünglich Veränderlichen tf, % 
aad jf zagieich die dritte hinaus fällt, dann wird sich durch die 
emSfaola Tranaformation nothwendig aoeh die Diffei^ntialgleichung 
(a)' auf 'eine Wdae nfogeatalten, dass mir zwei Veränderliche darin 
Wik nthnneb. * Was nun aber die zu einer solchen Transformation 
'^aügitetcta Funktionen betrifft» so wird man sich aus den schon 
hl dem Früheren angegebenen Rücksichten jedenfalls mit gutem 
Erfolf» der hesooderen Integrale und besonderen Auflösungen der 
Gleichung Zz" 4- F;=0 bedleiian, la^en dieselben nun den Dlffa> 
rentialquotienten z' ala Fanhtion von z und ^ ausdrücken, oder 
miJgen dieselben nnr eine Abhängigkeit zwiaehen den beiden Ver-^ 
änderlichen z und y darstellen. Da nämlich jedesmal ein Faktor, 
oder auch ein nlt» einem Braqhexponenten behaftetes Glied des 
eraten Integrala « — c=0 Hl eine Funktion einer einzigen Verän- 
derlichen übergeht, weDn inan ein beaonderes Integral oder eine/ 
besondere AaflSaung zur Elimination einer der ursprünglichen Ver- 
änderlichen benatzt, so ist eine aolche Funktion j^dei^nial auch . 
ganz beeöndera dazu geeignet, bei der Elimination irgend einer 
der ursprünglichen VmrSnderlichen zugleich eine zweite aus dem 
ersten Integral a=c verachwinden zu lassen. Es versteht ^ich 
übrigens, dass jede der drei Veränderlichen z', z und ^ wenigstens 
in einer von den beiden neuen Veränderlichen vorkommen imis», 
da nach der Voraussetzung das erste Integral jene drei Veränder- 
liche gleichzeitig einschlieaat. , 

e 

Soll aoo in dar Gleichaug (a) ab 4ia . Stelle der abhängigeiL 
Veränderlichen z' die aene Veränderllehe x eintreten, und hat 
man die Glelehwig t'c=:/*(:r, z,^), ao bilde man durdi Diifereutia- 
tio(i.die beliden Werthe: 

i^^dfdx df d^_dfdx df • 

dst'^ äx di^ dz* , dy^dx djf ^dy' ^ 

' • ^ .< 
Die Gleichuni^ (a) geht dadurch über in : 
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woraus x im AHgemrinaii ftl« FmAtion f oo s und y berrwgM» 
oacbdem man noch den Werth i(':^/(4r» eingesetst hat Wean 
aber in den €o«ffizienten dieser Gleichung die Verftnderliche i 

nicht mehr vorkommt, oacbdem man g^^sO gesetzt hat, oder wenn 

die Veränderliche y fehlt, nachdem mau gesetzt hat, so 

behält man zur Bestimmung des erste» Integrals dne Difereotial- 
gieichang der ersten Ordnung mit nur swei VerSnderlieben. 

Soll aber eine der unabhängigen Veränderlichen, etvra:^ dweb 
die neue Veränderliche v ersetst werden» welch« sich aus der 
Gleichung v^f{%,y) bestimmt« so setze man, da nun nicht mehr 
als Funktion von 2 und sondern als Funktion von ü und y an- 
gesehen werden soll, 

d^^dz^dv ^^^^^ 
• l^'-dvdz* dif^dvdif^dsf' 

und man gelangt su der neuen Gleichung: 



\dz ^ dy, 



dv\di' ^ „dz' „ ^ 



worin noch der obige Werth v etnzusetien ist Damit diesetbe 
in eine Differentialgleiehfung mit nur zwei Verftoderliehen flbergehe, 

d** 

müssen deren CoäfBzienten durch die Annahme j-==OToay, oder* 

dz' 

auch durch die Annahme voo v (rei werden. 

Wenn auch der Differentialquntient z' in derjenigen Veränder- 
lichen Platz Tijjiiint, welche an die iSteile von 2 oder y in die Glei- 
chung (a) eingeführt werden soll, so schreibt man dieselbe, um 
diese Transformation auszultihren, voitheilharter in einer anderen 

Form. Uaa bestimmt nSmIicb die Differentialquetientea ^* und 

dtf . 

^~ aus dem ersten Integt ai ti = e, indem man dasselbe vorerst 

nach z' und z, sodann nach z' und y difforentürt Dadurch ent- 
stehen die beiden Gleichungen: 

da dz' du .da dz* da 

dz' dsf 

Seist man die daraus gewonnenen Werthe ^ und ^ in die Glei- 
chung (a) ein, so hat mau die neue Gleichung: 
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und »weiter Ordtmng mit %wei Verdnderliehen, 57 



Man bringt hier aber leicht an die Stelle voo t oder tob y 
neue Verfinderliche , welche eelbet .ale Funktion von s', % und y 
gedacht wird. Gebraucht man z. B. zur Elimination von s die 
Gleicbtnig 9:sif(sf, jf), eo hat man die folgenden Vertannebwigen 
.vettnnelnDen: 

dtt^da dv du da dv da 

dSt'^dv dx ' ^ liy*" dv dif^ dy* 

' rftt da dv da 

Mau erhält dadurch die neue Gleichung: 

■ 

woraus a als Funktion von z', v und y hervorgebt. Wenn man 
aber irgend einen der vorkommenden Diflferen^ialqiiotienten von o 
gleich Null setzt, und wena die entsprechende i]ria!)häri<^iü;e Ver- 
änderliche in den übrig gebliebenen CoelTi/Jeuteri lehlt, so hat man 
zur Bestimmung des ersten Integrals a — c wieder eine Diflferen- 
tialgleichuog der ersten Ordnung mit nur zwei Veränderlichen. 

1. £8 sei yt'^=^2^ -^a. 

Blan bildet die Differentiatgleielning der nweiten Ordmn^: 

' (^i'^x)i":=:Q, oder auch if ^fk 

Dorch Integration entateht tf^c. Wenn man diesen Werth xf in 
die urnpHInglicheDiflerentialgleidrai^ einsetzt,, so erhält man deren 
allgemeinen Integral In der Form: ^ 

2. Es sei ^= ^ + ay. 

Durch Differentiation erhält man: 

Da hfer weder % noch y vorkommt^so darf man bei der Integration ebto« 

dl* d^ 
aeiüolil^^sO als »adi ^=:0 annehmen. Die Ammhme 
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Mrt auf die nispHliigliebe DiiorentialgUichiiDg lurflck. Ninint 

dt' 

mao aber ^ =0, so enUteht: 



Man findet durch Integration: 

2 ,,,, 1 

Um mm 2' zwichen den beiden Differentialgleichungen der ersten 
Ordnung zu eliminireu, entwickele man aus der ersteren den Werth 

T^^^d: V6*+ay. Man setze denselben in die letstere ein, und 

man erhält dadurch das allgemeine Integral der ersteren Gleichung 
in der Form: 



az + c =26 db 2 V 6« +0^ - 26 /(6 i V^62 + ay) . 

a ar* arctg 

3, Es sei nnn y^:;^]^, 1 + 'YTT^' 

Dflt6h OHferenHation findet man: 

ax*. arcts 

Nimmt man hier ;p = 0« so hat man die Gleichung: 

, az' dz' . aict^ z' 

Man findet durch InJ^ration; 

az' a.arctgr' ' 

Um t* awiscben den beiden Differentialgleichungen der ersten 
Ordoirog xa eliminiren» eliminire man vererst arctg«'. Man erhält: 



Wollte man nun aber den daraus entwickelten Werth x' in eine 
der beiden . vorigen Gleichungen einsetze;!, su käme eine andere 
Gleichung zum Vorschein, welche weder nach x noch nacb y auf- 
gelöst ^.t^erd^ Ibmn. Man denke sich ^ desshalb x' als dip 'onab- 
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€rsi^ und,%w€Uer '0f4mm9 mti %wei VeränderifcAm. 

bXngige VeMadeilIcke, iwil . bmchne filr jedes einzelne x' die 
sQsaiiiiiiengebörigen Weiihe t und «. 

V 

4L E» sei nim ^ ^ (i-^a*-%x' 4- ofossO. 

Man genügt dieser Gleichung durch / = ^, worin m eioeBe- 

stiDdig» ist. Denn inao hat , und erbftit mr Bc- 

stimmiiTit^ von m die quadratische Gleichung m'^— (a +Ä)m -f a6=0. 
Mao bediene sich dessbalb zur lüimination von z' der (SieicliiiBg 

Daraus folgt: * 

und JUSO liat dts neue Gleichung: 

* dx dx 

^ & +«•-'(0+6)«+ <f6=:0. 

r^iiumt man nun ^==0, so behält man die gesonderte Differen- 
tialgleiehung: 

dy ' da: 

, y ^ ^ (a + 6):^+^ 

Zerlegt man in die Partialbrilehe, so entsteht:' 
Daraas folgt das erste Integral: 

j^ + caf*-«=o. 

Um dies abermals zu integriren , entwicide man den Werth 

t/s' 

Man setze den Werth «==^ wieder ein/niMl man hat: 

»• + «»* ' 

Mao findet daraus da^Ef zweite Integral : 
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60 Wtiler: Integration der Diff'ereniUÜgieiclltmim 

fs=:ci(^y« + cy*), ode? aaeb f=ciy*+cy*. 
tt. Iii der Gleicbnng: 

(a +22')«" + 

dz' ^ 

fehlt die VeränderUcbe ^. Man setze desshalb ^ =0, und man 
erbilt: 

Der iotegricende Faktor (1 4- t'*)-l ßibrt auf das voiistindige |>tf- 
ferential : 

(1 +2'«}i + (1 + 2'»)i - VT+T** 

Dame findet man das al^meine Integral: 

■ 

atf 2 . 2 

^=P=:^|^-c, oder 2=a2'-fcVl +1'». 



Um eine andere Integralform zu erbalten, bildet man bierans die 
Differeotiaigleicbung der zweiten Ordnung: 

dt* 

* Nimmt man dann ^=0» so behält man die Glelebnng: 

Man findet daraus das, allgemeine Integral: 

y + =afo'+c^(2' + VT+?5). 

W enn man nun 2' aus der vorigen Integralform entwickelt» nnd 
hier einsetzt, so zeigt sich das sweltd Integral der obigen Dife- 
rentiaigleichung zweiter Ordnnng in einer ▼ortbelibaften Gestalt* 
da dann die Veränderliche y unmittelbar aus der Verfiaderlichen 
X berechnet werden kann. 

6. Es sei nun (aV»+3!^«*=sfs'. 

Da hier die Veränderliche z nicht vorkommt, so setse man 
^ sssO» und man bebilt: 



üiyiiizeo by Google 



irster und zweiter Ordmm§ mU »u>ei y er diiäer liehen. %\ 

Diwe GleichoDg gieM den integrirendeD Faktor undieigtaM 
ab voUctSndiges Differential in der Form: 

Daraoa findet sich das allgemeine Integral: 

Um ein« andere lotegralfonn an bilden, entwicfcla nan: 

Man bringe nun aogteleh an die Stelle ven s' eine neve Verfo- 

derliche x, indem man =^^^ setzt Daraus folgt Q- \ ss^, 

und x'ssice^. Der Werth y gebt dadurch über in 

lf:=sfM»rea, 
Differentürt man dies, so entsteht: 

l=.J.(l+*^(gs.+§). 

dx 

Mmmt au» aber ^=0, so behält man die Gleichnng: 

di = ac^.e^\li-x^)dx. ^ 

Dnreh Integration findet man endlich: 

x=:<ri -|. aca./e«' (1 

Da nun aber die Efimination von x zwischen den beiden ersten 
Integralen nicht ausführbar ist, so denke man sieh x als unab- 
hängige Veränderliche. Man berechnet alsdann für Jedes einielne 
X aus den beiden ersten Integralen die jedesmal snaamnenbln- 
geoden Werthe z und 

7. Bs aei nun ayVÄ(y»' 
Man genügt hier dnrcb ss:y. Desshalb nehme man anstatt 

s die neue Veränderliche pas*, vaA man erhlUt» well 4f 

9 
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Weiler: imeffrasion der DifferentiaigieicAttnffik 
* äv\y ^yy dy~dv y dy' 

t 

die neue Gleicbuog: 

^ " . dz' dt' ^ ^ ^ 

Da man dieser Gleichang durch «'s« ge^Qgt» eo nehme man wei- 
ter anstatt die neae VerSndeij^icli^ 4?^2'— e. Die Eliminatian 
▼OD ^ glebt: 

das • da k ^ 

düc 

Wenn man das einemal -^=0, da^ aoderemal ^=0 seUt, so 



bdMat'man die beiden Diffemtialgieichnngen 

adx dy . _ 
5 =— und €le= 



o:*— oa: y x — a 

■ 

Man bildet daraus die lieiden ersten Integrale: 

nnd e + oi =0, 

o?— a y x—a 

Die Elimination von z'^ welche hier mit der Elimination von 
X sasammenfiüity liefert das sweite Int^ral. Man bilde vorerst 

—^ = ^»1. Wenn man damit a eliminirt, so entsteht: 
o y 

i+a/^Q-l)=0, oder auch J + «'(^+ 

8. Es sei noch cV^y«+?.2"=(l + 2'«)!. 

Man gendgt hier durch ^r^-f i^=0. Man bringe an die Stelle 

von % und y die neuen Veränderlichen und »= y^-i-i^- 

Ü|es giebt: ...... • . 

und man erhält die Gleichung: 

Man fiM 'ver Altem dl» inalienalen Grttisen' wegbringen', indem 
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erster und zweiier Oränung mU %u>H Veränäeriieken. 

lliMi'v^ts^r *andV':= tg« einsetzt. Die Gleichung geht dadarcfc 
"Vber in dle .eiofaeliere: 

cos (r + *) . ^ + sin (r + *) ^ • 



Man genügt durch r-f «=:m, wo m eine Beständige ist, weiclie 
4l0h ins .eMiii;;;:- Jb«recbii»t. Hau llflire ^UtBsimlb. ^ V0rSi^ 

derliche £:^r ein. üm damit r zu eliminiren, schreibe man 
tiicr Gleichung vorerst iu der Form: 

(I.) cos (r + ,) . ^ +810 (r+s) • »äi + i S 



■ • 



Üurch die eriväbnte Transformation entsteht dann die Gleichung: 
(1 + acos 0 . 5^ + asm « • «* + ^^^a 

Nimint man das einemal -^^0, das anderemäl ^==0, so hat 
man d\e beiden gesonderten OiffereDtialgieicbuogeii: 

u I*foco»f ^~"l + acosr- 

Durch Integration findet sich: 

_ C p ' dt 

Wennf nan i als die unabhängige Veräo^erllche 1>eifr|jclltet, '«d 
ergeben sich hieraus die beiden Werthe » und i. Qn.abpr dip 
ursprünglichen Veränderlieben t und an erhalten , hat man die 
beiden Gleiebunged: 



^ ^ f =» = tgra;tg(l-«) nnd Vy+3s=:«. 

Mao entmekeh darana die beiden Weirtbe: ^ 
3f=tt.aip(t«--i).\Hnd. 2i«^ti.cos(<— «). 

VII. Bestimmung d es integrirenden Faktors als 
Funktion der dr ei Veränderlichen 2, ^ un d s'. 

f < * 

Man ist oftmals veranlasst, das erste Integral a=zc der Oif- 
£|tentlal§leiebung zweiter Qrdnang ^zf 4^ KsO unmittelbar ala 
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FanlLtioii dm drei VerSnderlicben y und, 2^ so bestlminaii« 4m 
•ich Dicht immer mit Vorflieil iwei neue Verilnderiicbe ven solclier 
Beechftffenheit angeben laesen, daee daa erate Integral ata Funk- 
tion dieaer beiden Veriloderlicben dargeatellt werden kann* Wenn 
Differentialgleiebung Ztf-i- FsO ein vollatindigea Oirerentlal 
daratellty dann bat die Bestimmung dea eraten Integrale «sseala 
.Funktion der drei Verfinderliehen 2, $f und keine jScbfrierigkeit 
Denn man et bSit dann dorcb die Vergleicbung mit dem foilatSn- 
digen Differential 

du ^ ^ du , da 



Ae beiden Gteiebuagen: 



da 



Aus der ersteren folgt a=fZdx'-i'a2, worin eine neeb 
unbekannte Funktion von 2 und y ist Um diese Funktion zu er- 
halten, aetse man abkürzend JZdi'^cti, Mao bat dann die Glel* 
ehnng «se^-f^^» durch Differentiation entateht; 

da I dai da^ , da^ 

■^■rf^^ rix + ^rf]^' 

oder auch» wenn man dies mit der Gleichung 2. verbindet* um 

dcc da i. . . ■> . 

das unbekaiiDte "t"^ zu eluamiren« zur bestimrauog Yoa 

die Gleichung: 

Da nun die Veränderliche z* in 02 nicht vorkommt, so schreibt 
sieb die letate Gleichung jedenfalls in der Form: 



worin Zi und T^. irgend Funktionen von x und y sind. Die Wertbe 
^ und ^ sind dadurch einzeln gegeben, u^d die Funktion 
beatimmt aich nach bekannten Regein. 

1 ' 

Ob nun die Gleichung Zz" -k- T^O ein vollständiges Üiffe- 
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irstw und xweUer Ordmtng mit %wei VerättderiicAen. 6S 

renHal ist, dies läs&t sich ati gewissen Beziehungen erkennetip 
welche dann jedesmal zwischen den Coeffizienten j& und Y statt- 
finden. Man überzeugt sich von dem Vorhandensein dieser Be- 
Ziehungen durch den ^XoJn; <ler vorzuiiehroeodeo Rechnung. O«- 
Bittss nämlich die ideutibche 4jleichung: 



Kam Vorschein kommen, «oria Z| und Fi Funktionen von z und 

^ sind; und aussei dem muss Zidz-^ ¥^d^=0 ein vollilt8nillg<KI 
Differential darstellen.* 

J, Ffir di^ Gleiehmig« 



findet man 



Mm «ili&ll dsraos durch Differentiation die beiden Werthe? 

dai _ f?^ — — y^z^z^ _ fßx' 

dz-V l+y» ' rfy ~ V I+y» (I 

Dies führt aui die Gleichung: 

Man findet daraus nach den früheren Kegeln: 

Dai Allgeineine Integral zeigt sich demuacb in der IPmmt 

Vi +2^^ 3(1 + if*)« 

■ 

«der «neb 



Wenn aber die Gleichung Zz" > F=0 kein volUtfindigea Dlt- 
ferential latf so hat man die beiden Gleichungen ; 
Thtil XTIX. « 
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401 Veii^r: inlegraiittn der DifertnUaigleichungen 

da — ' - *• 

da da 

worin k dea integrirenden Faktor der Gleichung Zi'^-^Y^O 
vorstellt 

Mag num nun adtf mag man k daran« elimlnir^n, nm 
kommt jedesmal auf Gleichungen, woraus die xurSckgebliebene 
t7tobekannte als besonderes Integral Tersocbsweise ermittelt .wer- 
den muss. Nun ist aber leicht eiDzusehen, dass der integrirendd 
Faktor in vielen Fällen durch eine wesentlich einfachere Faakfioa 
ansgedriickt werden kann als das erste Integral a=e selbst; 
während doch niemals der umgekehrte Fall eintreten wird. Man 
nimmt dessbalb keinen Anstand» jedesmal nur auf die Beetimmnng 
des integrireoden Faktors sein Augenmerk zo richten* Die EllnEii<- 
nation Ton u ans den Gleichungen 3. und 4. glebt fibrigens sa 
weitlinltigen Rechnungen Veranlassung. Man Termeldet dessbalb 
diese Elimination» und schlagt bei der Bestimmung des Integrl* 
renden Faktors den folgenden Weg ein« Nachdem man ▼ersochs- 
wetse ein« Funktion k angenommen hat» worin da« VorkonMi«tt 
der Veränderlichen festgestellt Ist» während das Vorkommen 
der beiden anderen Veränderlichen 9 und $f vorerst noch tinbe- 
stimmt bleibt^ so setse man dieselbe sogleich ih die Gleichungen 
. 3. und 4. ein» und benutze alsdann diese beiden Glelchongen gaps 
ebenso, wie vorhin unter der Voraussetzung» dass die Gleichung 
Zsfi- FssO ein vollständiges Differential «ei» die Gleichungen L 
pnd 2. benutzt weiden «Ind. Man bilde also au« der Gleichung 3. 
den Werth 

worin «2 eine noch unbestimmte Fanktion von x und y vorstellt. 
Die angedeutete Integration kann hierbei ausgeführt werden, da 
das Vorkommen von z' In ü; bekannt ist. Man setze nun abkiiv» 
aend fZkdi' =«^» so das« also tt=ai -f* «% i«ti nnd es entsteht dann: 

<^ . _ ^, , da^ t ^"a j/ I 

dz ^ dy dz ^ dy dz dy' 

Wenn man daraus das unbekanute ^^'-f ^ mittelst der Giei- 
«hvig 4. ellmlnirt» so behält man die Gleichung: 
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€r$ler und xwetier iH^ämnff mU %we§ fei^OrtderUckm. 

Weil die Veränderliche z' in nicht Torkommt, dessbA I^at 
man hier nach den verschiedenen l^otenzen und nach den sonst 
noch vorfconrimendeiii FiMiktionen von 2' zu ordnen, um den gemein« 
samen Faktor jeder einzelnen Funktion für sich verschiviudeo «ii> 
lassen. Die Gleichnng (a) zerfällt auf diese Weise in mehrere 
andere Gleichungen, vrelche zur Bestimmung von cu^ und der übri- 
gen in X- noch vorkommenden unbestimmten Funktionen von : und 
y zu benuUeti sind. 'Wenn alle diese Gleichunoen befriedigt wßt^, 
den können, so erweist sich die zum Grunde g«'leg,te Form des 
inte^rirendcn Faktors als zuia^big, und nian hat dann zugleich 
das erötü lutegrai der Gleicbuog Zi''^' iix der Form a^-f cat^^c 
anfgefuDden. ; .-• < ' i.* > : 

l^in' einige, Beispiele ffir dies Ihte^aiioo8Terfabrei\Tor i^b^d 
tu bä1>6nu beschfiftigeb wir uns niVder lategrätion.der Qleiciiubg 

irorin Y, Fi und F9 Irgend FunktioDen von z und ff vorstellen. 
Uan iiann Ider von mancherleit Vo|Ausseteongini 'anl^hen Ai de* 
sog auf das Vorkommen von z' in dem integrirenden Faktor /k, 
wfftt.^ fibrigfifw jede: % Mlßk ^nz\. besondere; Besiebungen 

svfifl«ben den Funktionen F» F} und F^' voraussetzt. 

■*-*'\Vir beginnen mit der mö^lich^t einfachen Annahme, wir setzerf 
nämlich ß:=:X, wo X eine blosse Funktion von 2 und if ist. ^ Mao 
bat dann ^as vollständige UiÜerential: 

A**+'FJli'»+F,A2'+FaA==a. ' 

Daraus folgt asshf-^og, und «Mi Beettmmrugi.voii % und Ji*4m^ 
Gieiehuiiga . . , ^ 

Wenn man nach 2' ordnet, so erhält man zur Bestimmui^ der bei- 
den Unbekannten die drei Gleichungen : 





~-FA 






■ 

a. 





Die Unbekannte K bestimmt sieb, insoweit sie • Funktion von s 
iit^ ans der Gleiohong 1. Mnn erbäit durch Integration: 

5^ 
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worin ^ eine noch ttubekaimte Fimktbo voii^f i«t IMo lotegrati#« 

der €Uei€bung 2. liefert: 

woTOtt 9 eine zweite unbestimmte Funktion von y ist, und worin 
die angedeutete- Integration ^usgeRIhrt werden kann, nachdem man 
den vorher aufgefundenen Werth X eingesetzt hat. Wenn man 
auf diese Weise X und bestimmt hat, so setze man dieselben 
in die Gleichung 3. ein. Wenn dann die beiden Unbekannten 
und V als Funktionen von y sich so angeben lassen, dass dieser 
Gleichung Genüge geschieht, so erhält die obige Annahme k^X 
ihre Rechtlerti^ung, und das allgemeine Integral der vorliegenden 
Differentialgleichung ist in der Form U' -{-0(2=0 aufgefunden. 

3. Es «ei i*B. »"sjoi'^+yj^. 

Man hat hier 1=— j. Dessbalb ist i ^i-«. Da ferner 

= yy==^ ist, so erhält nian aus der Gleichung 2'. den Werth: 

» 

Setst man dies in die Glelehmig ein/ so finden sich, w«U 
r^asO Ist, doreh Ordnen nach z die beiden Beziehungen irsO, 
nnd 

y^p ff^'=0 eder ,t=Cy+VrFp)-*' - 
Man erhält dadurch das allgemeine Integral: 

Wir gehen über sn einer zweiten Annahme; Wir setzen näm- 

X 

Uch Ä=^~7 \ä» «orin u^"^ f*- Funktionen von * und y sind. 



Man bild^ <Im ToUaUndige Diiwential 
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erster uttd zweiter Ordnunff mit uoei VerätuUrücken, ü 

Süd erhalt «SS Znr B««liiiinmig y<m der M- 

4eo GrOsfieii A und besteht die (jileicbiijig: 

* 

(dfi ^ d(A\ dl» dl 
"^^S / , di'^'^^ 

oiier aneb« wenn man die Nenner wegbringt^ die Gleiclrang: 

Wenn man nach erdae^ ee ergeben eieb iirleehen den drelUiH 
bekannten die folgenden vier Gleicbungen: 

Ana der Cflddiung 1. folgt, dass eine blosse Funktion von ^ 
itt Die Gleicbnng % kommt uoter die einfacbef e Geetait c 

Durcb Integration findet man: 

ivorin V eine noch unbestimmte Funktion von ff ist Die Funktion 
(I btatuumt aleh vortbeilhaft durch diejennse Gleichung, welche 

* durch die Elimination von aus den Gleichungen 2. und 3. eot- 
•toht, nftmlich durcb die Gleichung: 
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Durch IntegratioQ fiodet man: * ' 

wofln p elii« fsUceite nnbesflmipt« Fitnktt^B ton ^ vor«toU|. 



Um nun avch die Funktionen ~y^, v ond ^ su bestlnmiMi« 

multipÜzire mai) die (ileicljiiuir '1. mit ^t*-^, die Gleichung 3. liit %% 
und addire aUdano li^ide zu der Gleicbui)g 4. Dadurch entsteht; 



\ • 



woraus man ersiebt, dass z'={i ein besonderes Integral der tot- 

V und ^ als Funktionen von y so angeben lassen, dass die Glei- 
chung 4', befriedigt wird, so ist die vorhin angenommene Form k 
gerechtfertigt, und das allgemeine Integral bekannt 

SdiliessHch -.IciMin DOch bemerkt w«tden, dass, da hier das 

aligemeine Integral jedenfalls die Form ^^^=<%+chat> derbe- 

sondere Fall, "^=0, wonach eine'Bftstlindige ist, auf die lu- 

tegralform ib'-|-o^r=c bioweist, worin X qnd irgend Funktionen 
von z und y sind, und welcfai» atndv- dor^h die frfibere Aonabiiio 
k^X zum Vorschein komtnt 



(y -f a) . 4flr2* 



Man bat biw rs=0, itnd dessfa^lb l=^x-tv, SeM 

abkartend ^ = 11, und nimmt man, weil dadurch die weiter^ 
Untersuchung abgekürzt wird, sogleich v=:p, so bleibt k=raz. Die 
Gleichung 3^ komiät bann, weil'Fi=^ isf.'imter dieOeatattr 

^Immt mitin weiter auch ^=0, 1^0 bleibt fiif^— 6 — jv's ;''titt&'dle 
Gleichnng i'. ist; ••M;;si .;'iiir; »i. »»i!-. i if* .MVjx 
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tttm gmOgt aber dieser Gleielimg anrcb: 

V Aa 



• - ■ - 



oder 



Dm aJIgeaieiue Integral ist demnach: 

r 

•der, freDB man die Werthe «r und a% eiiieetst, 

Man kann dem integrirend^n Faktor d^ Gleicboog 

•«eil die Form A:=2A(A2' + fi) geben« worin A und ^ FnakBep^p. 
^on S und y aipd. Oiea führt aaf das ToUstliftd^ DiffemtMÜl»: « 

V 

Man erhält aziziXi' -\- (x)'^ \- a^. Zur Bestimmung der drfl UhIm*! 
kannten K und aber hat man die Gleichung: 

r 

*S(i.'+,.)(A(I',*+ KJ-I^- (1+ , 

tUFenn man nach ordnet, ao serflttlt dieaalhe in die folgeada» 
Aeiehangen: 

0 V 1 ^ 
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AuH der Gleichung 1. bestimmt sich A. Man erhält: 

1'» X^v,e , 

worin V eine noch m beofhamende Funktion von ^ int. Ann der 
Gloiehung 2. folgt: 

worin ^ eine zweite anbestimmte Fuuktiou vor ^ ist. Die Gl«l- 
cbung X liefert: 

wenn e auch wieder eine nnbeelimmte Funiction von y int Naebden 
niatt fi undo^ adf diese Weise bestimmt hat, so set^e man dte* 
iMlben In die GMcbmig 4. ein; und wenn dann die drossen ^ 
and 0 als Fnnktlonen von y so angegeben werden können, dass 
diesef Gleichang Genfige geScblebt» so Ist der Integrireode Faktor 
Jfc=2il(lz'-f f*; in der That snlSssIg, und zugleich das allgemein^ 
IntOjgral der vorliegenden Difierentialglelchung bekannt. . 



Bemerkenswerth ist, dasg, da das allgemeine Inteijral hier 
jedesmal die Form fXz' -f- a )^ -f «2 = c annimmt, die Gieichiing 
A2' + jLt = Ü niemals eine besondere Auflösung der Differentialglei- 
chung i" + l^z'*+ Fiz'-f F3=:0 darstellt; dass dieselbe aber aur 
dann ein besonderes Integral dieser Differentialgleichung darstellt, 
wenn eine Beständige i«t. Man sieht aber ein, dass man in 
diesem Falle auch nieder durch die erste Annahme k — X^ tto^fui 
iL eine Funktion von z und y ist« zum Ziel kommen würde. 

4. Es sei nnn s.B* »*s=r^T"^J , -x«" 

Man hat hier F=0, und desshalb k^i/. Da auch r|=0 
ist» so bleibt: 
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tnUr und %weiier Ordnung mit %teH VerätuUrUeAen, ^ 

Kmmt man sogleieh ^=0, äo] liefert die GleichuDg df, Am 
Werth 



Durcb iDtegratioij orbält man: 



ff* 



Setit man die VVerthe A=:V| fA= — v'; und iu die Gleichung 
4. eil), so entsteht: 

Man genfigt dieaw Gleicfinng dufch ysV^M^« und ffsO; «ad 
man gelangt so au dem allgcmeipen Integral: 

oder, wenn man nncb den Werth if einaefat, ntad sngMeh« neeh 
Potenaen voa i' ordnet: 

Bei dem Gebrauch des integrlrenden Faktors A:=2A(A2'4-fi) 
hat sich ergeben, dass, wenn z* — l'hi Faktor von k ist, und |ü 
irgend eine Funktion von z und jj bezeichiict, dann nicht aoth- 
wendig 2z=^^ ein besonderes Inlegral oder eine be&ondere Auflö- 
sang der vorliegenden Differentiali^Heichung darstellt. Dasselbe 
zeigt sich, wenn der integrirendo Faktor der Differentialgleichung 
2" + J'x'* + Fi2' + ^2=0 die all-gemeinere Form Ä=3i(Az' + ;t)«+v 
aniiinimt, worin A, (.i und v iff^eriij Funktionen von 1 uod ^ sind. 
Man bat dann da6 vollständige Difirereatial : 

Daraus folgt > 

.Ii " - 

Zor Bestimfnttttg der vie^ Fnnktionen X ft, v und ti% hat;.m»n die 
Glelchiiiig: 



e 
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* I 

Durch Ordnen nach i' ef Ute))«ii <tie l'oi^enden fünf Gleichungen : 

■ 



Aw^der'Clklebaiig 1. findet man: 

worin p eine noch zu bestimmende Fuoktion von y ist. Aue der 
Gleichung 2. fot^t: 

worlb 0 eine zweite uubeätimmte Funktion von ir voreteUt Aus 
der Cvleicliang a. ftudet mau: 



worin t eine dritte noch zu beetiiiunende Funktion von y int. Die 
Gleicihung f Mdlicli gwbt; , * ; < , 

wenn | eine vierte noch zu bestimmende Funktion von y ist. Nach- 
man ayf diese We^^e diß vier ünbekanqten X, v iind f% 
berechnet bat* setze ronn deren Werthe in die Gieicb^l)g|^ pfv 
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WcoD ikxm dii»SJ^f^!^]^tm.^ <f>^ 9 
§» aogegeben werden kriiinen, ilass diese GleichiiDg beffiedigC 
wird» 80.M der lvtttgrirende (^alcter Ai^^S^it'H-f*)*-!* mltoig 
und xogleleh dae allgemeine Integral tiekanni 

Man hat hier 

Desshalb findet man Xr=Qz. iNiiDiiit man aber, weil die Rechnung 

dadurph merklich abgf kürzt nird, eoo^ei^b ^ — 1, 90 i bat- foan 

ls=t, und man findet weiter ^l = ö. ISuo ist aber: 

Wenn die Integration anageführt wird, ao erhalt man : 

* 

Die Gieiehnog 4'. kommt dann tii die Form : 

4'. e^ss/(|e*»8 -36««— r*« + ^(az + ^— 0's))d^4' S, 
und man findet durch Integration den Werth: 

Um endlich die Grössen g, z und 4 ^la FonlttioneQ von y au he* 
atfmmen, hat man die Gleichung: 

Da der gemeinsame Faktor jeder einzelnen Potenz von i ver- 
schwinden muss, damit man dieser Gleichung i2;cnüg:e, so stellt 
sich heraus, nachdem auch der Werth eins:esetzt ist, dass 
0^=0 und t-|-3a^^0 /u nehmen ist. Durch die JBUimination ?on 
t erhält man die folgende Gleichung: 

ö. 300*«* + e6(<r+y<r> + i'=(a«+6^} (Ua— a')z + a6jf; — 3«*a', 



Digitized by Google 
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BaVMB «rgttbeli sich weiter die M-fe«tMiiiiifeB: 



Man genügt denselben durch <f= 3 * od«! dorcli |s=;6V* ^ 

und man bdbllt demneeh den Wertfit 

Dm ftllgemeine Integral aber erbilt die Form: 

oder auch, iveun man nach P<>tenzen tod z' ordnet, die Form: 
1»»'»+ ayA'* + (at + 36y)*V-6f»+aV* +2aÄy*z— 6^»=:c. 
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II. 

Torschule der neuem Geometrie, insbesondere eine 
eiementiure DaroteUmig der YerwandUeh^ft and der 

Kegelschnitte enthaltend. 

Von 

. . Hecrn Mrnst Esseu^ 
1iclir«ff der UathfliMtik imd Phytik Am GjrAiiniviain sn Stftr^Ard. ' 



AUi^emeine Krkläran^eB und tob der CoBf^r«enB. 

§. 1. Erklaiuiiff. Mehrere Punkte in einer Ebene, «loren 
gegenseitige Lage und Entrernung vollkommen hestimmt ist, biiden 
zusammen ein ebeneis System. Liegen säniiulliche Punkte auf 
einer Geraden, so heissen sie eine Punktreibe, ist dies aber nirbt 
der Fall, eine Figur. Eine Figur, in welcher niemals drei Punkte 
auf einer Geraden liefen, heisst ein Vieleck, und zwar je nach 
der Anzahl der gegebenen Punkte ein Dreieck, Viereck u. s, w. 
Werden die Punkte, welche ein Vieleck bilden, so mit einander 
verbunden» dass die Verbindungslinien eine in sich selbst zurück- 
kehrende gebrochene Linie bilden, so entsteht ein geschlossenes 
Vieleck oder eine Figur im engern Sinne. 

§•2. Erklärung* Mehrere Oerftde» die eftmintlich durch 
einen «dcI deneelheo Pnnkt O gehen (Hg. 1.) oder die eimmtlich 
einander parallel sind, wie die Geraden Mlf, PQ, BS (Fig. 2.); 
n^nnt män einen Strahienbtfeebel und anrar Im entern Fall einen 
GentralbOschel , im letztern einen; Parallelbtfeebel. Derjenige 
Pankt Oy 'dnrcfawelcben sSmmtliche Strahlen eine« Centralbffacbel« 
Undnrdig^en^ 'beiflsl. .das 'Oentram dtaeelben. Ven einem Paral- 
Mbilsofael ptegt man au sagen, sein Ontmm liege in unendlicher 
Entfernung. 

, . {.39 ,Erkiärung, Zwei Systeme he|«sen congrueot, wenn 
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7S Essen: VorscAuU der. neuem Geometrie, insöes. eine eiement, 

sie sich so auf einander iegen fassen, das« sie mit alieo ihren 
Punkteu zusammeDfallen. 

Folgerung. Zwei Systeme JBCD'UDd A'BCDf (Fig. 3.) 
•iod oieobar congraeot, wenn je zwei entsprecbeode Ponkte dvrcii 
congrneote in ihrer Lage fibereinstimmende Dreiecke bestimmt 
irerdeD, also wean mas bat ^ABC^ H^A'BC und ^ABJ^ 
Q^^A'BJy*' Zwei geecbldesene Vielecke sind auch bekanntUeh 
cApgraent* «v^rni ihre Selten und Winkel der R^he naeh fibeteiii- 

> '{Jt. Erklärung. Die Coifgroens z^leti l^ignren Ut ein* 
besonderer Fall der homologen Verwandtschaft. Man nennt näm- 
lich zwei Figuren homolog verwandt» wenn jedem Punkt des einen 
Systems ein bestimmter Punkt des andern entspricht. In zwei 
homolog verwandten Systemen nennen wir gerade Linien, die durch 
entsprechende Punkte gehen, entsprechende Gerade, insofern die- 
selben als unbesrrenzt gedacht werden. Betrachten wir. aber aiuf 
entsprechenden Geraden solche Stücke« die von entsprechenden 
Punkten begrenzt werden» so heissen dieselben entsprechende 
Strecken. 

Anmerhnng. Der homoloi^en \ erwandltichaft steht die re- 
ciproke Verwandtschatt gei^enüber, bei wekber einem Punkte de« 
einen Systems eine Linie in dem andern eblspricht. • *- - 

m ... 

§.5. Lehrsni%, Zieht man durch säromtliche Punkte eines 
Systems /I^C/) (Fis:. 3.) Parallellinien «nd fräi^t von jedem Punkte 
nach einer bestinnnten Seile hin eine und dieselbe Entfernung 
auf, so ^ublen die Endpunkte der aufgetragenen »Strecken ein- dem 
gegebenen cuugruentes Syijtem A'B'C'D', 

Denn es ist, wie leicht einzusehen, ^ABCQ^ ^A'B' Q' nnd 
^ABB^^A'B'BU — Ligen die drei Punkte A, ß, € in gerader. 
Linie, so würden auch A'^ B, O in gerader Linie liegen. 

% 

§.6. Erklärung. Die beiden anf ^iese Weise erhaltenen 
Figuren liegen so, dass je zwei entsprechende Strecken wie AS 
nnd A'B' ein ParalleiograniRi. bestimmen. • Wir nennen daher dleA 
Ihre gegenseitige Lage, die pandlelogrammatische Lage. E# ist 
lelebl einzusehen, dass zwei verWaiidte Figorenr, nm in pdtellalo- 
giMMiuatische Lage gebracht werdchi sb künnen; notbwendlg de»« 
gmbilf sein mfissen. ^ < 

■ • : 

j. 7. Lehrsatz. Verbindet man (Fig. 4.) sHmmtÜche Pnnkte 
-eines Sjrsfenu^ ABCD mit einem Punkt O nnd ▼erläügeft Jed* 
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der Verb{Tidting«linieD om sieb selbst . so bilden die Endponkl* 
4er Verlängerungen ein dem gegebenen coogruentes Sywitta, 

'Denoy wie leicht efaizusehen» ists ' 

;••••<•••-••• • ABss^»^: » . • • . 

rotglich aäob ^ABC^^A'B'a. Läg^n C\n gerader Linie; 
fli6 wGrden auch A\ B', C in gerader' Linie liegen ; weil je AB 
und A'B*^ sowie BC and elnand«?' perellel werden. 

§. 8. Erklärung, Liegen zwei verwandte Figuren «o, Ha|ye 
erstens die V^crbindun^^slinien von je zwei entopr|M!!)bendei) Pipfllcten 
durch einen und denselben Punict gefien, und zweitens je zwei 
entspreehende Stiecken einander parallel sind, eo soll diese ibre 
gegenseitige Lage die Aeholicbkeitsiage beiiwienJ 

Später wird gezeigt werden> dass zwei Figuren in AeJiDlich- 
keitslsge sein kOnnen, ohae congruent zu sein, und dass alsdann 
auch ein Fall eintreten kann» der bei congruenten Ficruren nicht 
möglich ist, nämlicb dass der Punkt O, in welchem sich die V er- 
bindnngslfnien entspreebender Strecken schneiden, nicht ^\vi8chen 
den enfspreefaendeii Poukten, sondern ausserhalb derselben liest 

(.9. hehrtat%, Fallt man von stmmtllehen Pnnkfen eines 
Systems. ABCB (Flg.$.) JUtbe auf eise feste .Geiade 27* and 
verlSngert die Lothe Qber die Fosspvnkte blnans um sieb selbst,, 
so bilden die Endpunkte der VeitlSngerangen ein dem gegebenen 
eongmentes System A'B^CB^ und es »cbn^d^n eich je zwei 
Mftiprecb#nde Gerade anf der Linie ÄT, wenn siW ftr niebt etw^ 
ll|llle parallel Ünd. 

Sind / und m die Fusspunkte der von A und B geföllten Lothor 
80 ist das Paralleltrapez AlmB^ A'lmB', also der Winkel ABm 
^A'B'm. Schneiden ^ich nun die beiden Geraden nnd -^'7?' 
in p. 60 ist das Dreieck BB p gleichschenklig; folglich muss XF 
iutdi p gehen. Gleiches gilt von den übrigen entsprechenden 
G^radön. Ueberdies aeigt sieb, dasa das Dreiecfc^lfiC^il'^e' 
«Ai tt.s.X' > , * , 
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80 MtMCM: VamAuU^ äit neuem Gewulrtä, kuka, $tm ei m ftft* 

* 

. Lägea 4« A C In geimdtr Linie» so wOfdi».ilMMllie mit Ji>, 
O 6»t Fall sein« weil aMaon 4fB' und »O dnich. eiM 
und dennelben Pnokt d^r Linie Xy geben mtoteo. 

$•10. J&tklärung, Diejenige La^e zFeier verwandten Fi« 
guren, .worin die Verbindungslinien entsprechender Punkte pa- 
rallel sind und sich zwei entsprechende Gerade auf einer festen 
Geraden schneiden, soll die AfBnitätstage heissen. Spgter wird 
geneigt werden, dass die Affinitfttslage auch bei andern als kon- 
gruenten Figuren Statt finden kann nod das« alsdann die feste Ge- 
. rede JK/' nicht jedesmal awischen svrei entsprechenden Punkten liegt. 

§. 11. Erklär un(]. Gehen die Linien, welche entsprechende 
Puiikte verwandter Systeme paarweise verbinden, sämmtlicb dorch 
einen und den^elbca Punkt, oder »iud i»ie alle einander parallel; 
äo isagt man, die beiden verwandten Figuren seien in perspectiv 
vischer Lage oder lägen in Perspectire. 

Man ,nnf erscheidet demgemSss Centralperapective und' Paral* 
lelperapective. Die Verbindungslinien entsprechender Punkte 
hdssen Projecfionsatiablen« der feste Punlct, durch welchen nie 
bei der Centraiperspectlve gehen, heisat Projectionscentrunk Bei 
der ParallelperspectiTe pflegt man aii sagen, dass das Projectlons» 
eentrum in unendlicher Entfernung liege. 

Liegen zwei verwandte Systeme so, dass sich je zwei ent- 
sprechende Gerade auf einer festen geraden Linie XV schneiden, 
wofern sie ihr nicht beide parallel sind, so sagt man, die beiden 
Systeme liegien axial. Die feste Gerade beisst die Verwandt- 
schaflsaze. 

Auch diejenige Lage, we je zwei entsprechende Gerada ein- 
ander parallel sind» wird als axiale Lage angesehen, und man 
pflegt'<aieh hier des Auadrucka zu bedienen, die Axe läge in vA* 
endlicher Entfernun)^. 

Bei zwei Pnnktreihen kann von perspectivischer Lage, abei( 
nicht von ax^ler Lage die Rede aein. DagegeA findet dieser 
Ausdruck sehr wohl Anwendung bei Strahlenbüscheln. So sind 
I.B. (Fig.d.) die beiden Strahlenbuschel O.ABCnwA P.ABC in 
atialer Lage, wenn die Punkte A, B, C, in denen sich ihre Strahp 
len' paarweise achneiden, in gerader Linie liegen« 

§.12, l ol fjerungen. Die parallelogramnmtische T>age ist 
die pers|)ectivische und axiale Lage, in welcher Projectionscen- 
trum und Axe in unendlicher Entfernune liegen. Die Aehnlicb« 
keitsiage ist die perspectiviscbe und zugleich axiale Lage, wo das 
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Centrum im endlichen Räume, dagegen die Axe io unendlicher 
Entfernung liegt. Die Afünitätslage ist die perspectiTische und 
zugleich axiale Lage, bei welcher die Axe in endlicher« das Cen- 
tfuia in uoeodlicher fiotferoang liegt 

},13» Erkläruing, Bei der Aehnlicbkeitslage pflegt man 
di» PtojwÜODSstrablen auch AehnlichkeitBatrahIeD and das Ceti» 
tran den Aehnliefakelt8|Minkt m nennen. Dem entsprechend be- 
jmut man bei der Affinitatslage die Projectionastrabien «nd die 
Ax6 bezüglich mit den Worten Affinitfitsstrablen und AfBnititsaze. 

Der Aehnlicbkeitspunkt heisst ein innerer, wenn er, wie bei 
der Aehnlichkeitslage congruenter Figuren, jedesmal zwischen 
zwei entsprechenden Punkten liegt, sonst aber ein äusserer. Nach 
demselben Gesichtspunkte unterscheidet man eine Innere ond eine 
loaaere Affinitätaaxe. 



Fm ümw pMportf^MlM Vevwmmäimtlbmii 4er ngvvMu 

{«14. Lehrsati. Durchschneidet man (Fig. 7.) zwei sich 
einander in A schneidende Linien durch mehrere Parallelen SB* 
CC, DD"^ ae eotatehen zwei Punktreihen DABC und J^ARC 
mit dem gemeinsamen Punkt A. Von diesen beiden Punktreihen 
aagen wir, sie befinden sich in Affinitätslage, ntfll es ist bekannt, 
dass in zwei solchen Reihen je swei Paare entsprechender 
Streeken in Proportion stefaent d. b. es verhält sich bekanntlich 

AB:AB'=BCiB'C 
a. 8. f.. 

{. 15« . Zu9üi%* Attcb ist bekannt, dass!, wenn manswiachen 
dfii Schenkeln eines Winkeis A zwei parallele Qnerlinien sieht; 
BB* ond CO, sich diese Parallelen verhalten wie die Abstinde 
flbrw Endpunkte von Scheitel il , d. h. es verbilt sich 

{. 16. Erkfärung. Zwei Pnoktreihen ABCD und A'B'C'D*, 
deren Punkte sich paarweise entsprechen« heissen proportional, 
wenn sie erstens In derselben Weise aufeinander folgen^ und 
wenn zweitens je zwei Paare entsprechenderstrecken In Proportion 
stehen. 

}. 17. Lehrsat%, Je zwei proportionale Punktreihen ABCD 
md AB^OJy mit einem gemeinsamen Punkt A sind in Aflinl- 

TImUXXIX s 



Digitized by Google 



§. 18. Lehrsatz. DiirchschDeidet man (Fig. 8.) einen Cen- 
tralbÜ8chel mit dem Centruni O durch zivei einander parallele 
Linien Ijeziielirh in A, C und in A' y B' , C, 8o entstehen 
zwei Puiil^troihen in Achnlichkeitslage. Je zwei solcher Punkt- 
reiheo siod proporttoual. Denn es verbalt sieb 

ABiäfB'azOBiOß' 

ond aocb 

BCiB'C'z^OBiOB. 

§.19. Lehrsatz, Je zvvex proportionale PonkfreiheD sind 

in Aebnüchkeitslage , sobald ihre Richtungen paraHe! sind. 

Voraussetzung. In den beiden paraileleii Punktreiben ABC 
und A'ß'C verbäit sieb 

AB:A'B' = BC:B'C', 

Behauptung. Die drei Geraden AA\ BB*» CC gefa^n 
dnreb euien und denselben Punkt. , 

Beweis. Es sei O der Durchsrlinift der beiden Geraden 
AA' und BB' (Fig. 9.). Ginge nun die Linie CC ni45ht durch 
den Punkt O, so würde die Verlfingerung der Linie CO die 
Richtuiiir A'ß'C* in einem vierten Punkte scbneiden. Dami 
aber verkäU .sieb der Annahme nach 

AB:A'B* = BC:B'C\ 
aber MMh dem vorigen Paragraphen auch 

ABiA'B' = BCB'X, 

welcbe bMden Proportionen nickt zu gleicher Zeit richtig sein können. 

§. 'TO. Lehrsatz. Ist ein beliebiges System A71CD.... ge- 
geben (Fiir. 10 ), so erli^lt man ein mit ihm in Aehalicbkeitslage 
befindliches Syst(^ni A'B'C'D\ wenn man die Punkte A, ß, ClV 
sämmtüch mit einem und demselben Punkte O verbindet und zu 
jedem gegebenen Punkte A den entsprechenden Punkt A' derge- 
stalt bestimmt, dass die Strecken OA und OA' ein constantes 
Terhältnrss zu einander haben. Dabei ist zu beachten, dass dfr 
Punkt O entweder jedesmal ausserhalb, oder statt dessen aucli 
jedesmal vi4e' in Fig* 4. innerhalb zweier entsprechender Punkte 
liegen muss. 

Beweis. Verh&lt sich OA\ OA' zs OBi OB* ss OCt OC, 

so ist ABWA'B', AC\\A'C' u. s.w. nach §.17. 

§. 2L Lehr satt. Umgekehrt: Bei je zwei in ^ thuIhMii 
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keitstage betindlicheo Figuren babea die EntferDungen entspre- 
chender Punkte vom Aebnlicbkeitspunkt ein constantes Verhält- 
nias zu eiDandei^, welches man das Aebniicbkeitsverhältniss nennl. 

Anmerkung. Sind zwei congruente Figuren in Aehnllch- 
keitstage, so i&t der Aebnlicbkeitspunkt ein innerer uud das Aehu; 
Uchkeitsverhältniss gleich Eins. 

4nmerk^ng* 1) Mail kann jeden Pmilct in einer Ebene amf 

eifit io, derselben gejgebea« Figqr. ^ ih^ zageblMrig beweheiK 
^^^ejl da^, Aebnlicbkei^Terbält^iss s^m» so di|ss» wein 

il,^, C Punkte 4ctv ersten» ^[* B!p Q' iUeeQt«(preiphyend<viPpikta 
der streiten ^igur sind, man habe 

ipan af)er jetzt den Punkt A' als der mteii Figur angebö- 
r&[.ail^^ so .Wird der ihm in der zfreiten Figur entsprecbendp Pjoilfi^ 
jf (fterj^e«tä^^ . . \ 

im Allgemeinen wird nun der Punkt X nicht liift deitt Punkte A 
sQsanninenrallen: nur bei der AebnUchkeltslage congruenter Fign* 
ren wird dieser Fäll eintreten, fes wird diese Lage durch das 
itlKvobltorisdie Lage'* «bezelebnet. Ulan sagt überhaupt Ton 
awei Figuren, dass sie. involatoriscb liegen» wenn swel itlcbt ent^ 
«pr?cbenden Punl^en/ die.in .j^ioander fallen» wiedernni «wel zu- 
sanoim^nMlqnde Punkte entsprechen. 

> 'S) Sieht man den Aebnlicbkeitspunkt als Punkt irgend einer 
der beiden Figuren an , so föllt der ihm entsprechende Punkt ibit 
ttmu^nsammen. 

22. Lehrsatz. Zwei Dreiecke sind in Aebnlichkeitslage, 
«emi sie in Ceatralperspectiive Uegea und swea Paare eittspieeben- 
dis $iHllaa> yaraftei'maik 

""'Beweii^. Denn ist AB \\A'ß' und ACHA'C (Fig. 10,), 30 
veihält «ich 

dtt'HticB"- 

• 1« I •• • • • 

tt^dbfi 
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OBiOii' =^OCiOC', 
mMiio ist auch BC\\]^C'. 

}. '23. Lehrsatz. Zwei Ureiecke mit paarweise paralleleii 
Seiten sind in Aeboiichkeitelage» wofero sie Dicht parailelograni- 
matutch iiegeo. 

Beweis. Denn ginge (Fig. IL) die Gerade CC* nlelit doreli 
den Punict O, in welebem sich die Geraden AA' und BB^ schnei- 
den, so würde die VerlSngerntog von OC auf der Geraden 
einen dritten Punict X treffen. Dann aber wSre naeh^dem vori- 
gen Paragraphen aueli A'^WAC, was nnmuglicli ist 

^. 24. Lehrsatz* Man erhält zu einer gegebenen Figur 
ABCD eine mit ihr in Aflinitfitsiage befiDdliche, wenn man durch 
sSmmtiicbe Pnnicte der gegebenen Figur Paraileltinien zieht (Fig. 13»), 
sodann eine feste Gerade X¥ annimmt» welche die gezogenen 
Strahlen besagllch in m, n, p durchschneidet, und auf Jedem 
Strahl XU einem gegebenen Punicte A den entsprechenden JP der» 
gestatt bestimmt, dass die Strecken AI und A't zu einander da 
Gonstantes Verhältniss haben. Dabei muss die Aflinit&tsaxe XV 
für alle Punkte entweder eine Süssere oder eine innere sein. (Fig. 13. a.) 

Voraussetzung. Es verhält sich 

Al;C'l=jUm:B'm = Cn:C'n u. s. f. 

« 

Behauptung. Die Geraden AB und j^jE^, AC und A*C^ 
u. s. w. sehuelden einander auf der Axe JTF. 

Bevreis. Da die beiden proportionalen Punktreihen AlA' 
und BmB' parallel sind, 90 sind sie in Aehnlichkeitslage und es 
schneiden sich die Geraden AD, A'B, Im in einem .und dem- 
selben Punkte. 

Fftilt ein Punkt des gegebenen Systems in die Axe, so ftllf; 
der ihm entsprechende Punkt mit Ihm zusammen. 

Zusatz. Ein anderes Verfahren ist das folgende: Mnn nimmt 
(Fig. 15.) die AITiiiitcätsaxe XY den AIßnitätsstrahlen paraiieU be- 
stimmt sodann den einen Punkt des zweiten Systems, etwa den 
Punkt A' , willkürlich auf dem ijetreffenden AffinitätsstrahK Jeder 
folgende Punkt B' wird nun so bestimmt, dass sieb die Streckett- 
AA' und BB' zu einander yerbalten» wie ihre senkrechten Ab- 
stände von der Axe. Dabei wird man von B au B' nach dersel- 
ben Seite hin fortgehen, wie Ton A au A' , wenn A und B wai 
derselben Seite der Axe XT liegen, sonst nach der entgegenge* 
eetsten Seite, wie dies in der Figur beim Punirte Cgesehebeft Ist* 
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Beweis. Ist p der Ponitt, in welchem die Gerade AB die 
Axe XY trifft, so wird auch A' B' durch diesen Punkt ^ehen müs- 
sen. Angenommen, es läge B' nicht auf der Geraden A'py son- 
dern ein anderer Punkt der Kichtung Bß' , etwa A', so verhält 
sich AP'.BP~Al:A'm^AA''.BX. Aber der Annahme nach 
verhSlt sich auch 

ÄUA'm^AA'iBB'. 
weiche Proportionen nicht zusammen bestehen können. 

$. 25. Lehr satt. Umgekehrt: Bei je zwei Is AffleKStslage 

gegebenen Figuren haben die beiden Strecken eines Aflinitäts- 
Strahls, welche zwischen der Axe und zwei entsprechenden Punk- 
ten liegen, ein constantes Verhfiltniss zu einander. Man nennt 
dasselbe das AiTinitätsverhältniss. Ebenso gilt die Unikehrung des 
vorstehenden Zusatzes. 

Anmerkung, Ist bei ipoerer Affinitätsaxe das Affinitätsver- 
hältniss gleich Eins, so liegen die beiden Figorep involutoriscb. 
Ist die Richtung der AflSnitätsstrahlen der Axe parallel, so wird 
das Af&nitätsverhältniss ebenfalls gleich Eins gerecheet» insefem 
man die Durchecbnittspunkte der Strahieo upd der^Azeo als in 
ttoendllcher EotfemuDg lidgeod ansieht 

§. 26. Lehrsatz. Zwei Dreiecke in Parallelperspective lie- 
geo auch allemal axial und sind daher in Affinitätslage. 

'Beweie. Ee'sei p der Darchaehnittqieiilct der entapredien- 
den Geraden AB und A*B' (Flg; 13. a.), ^ derjenige der Geradeo 
^IC.ifnd A*C'\ femef seien l, m, n die Puakte^ In welchen die 
Ü^benen Projectienaetrahlen von der Geraden pq getroffen wer- 
ben» Alsdann eind einmal die R«»ihen AlA' und BmB* in Aehn- 
liehkeitslage in Bezug auf den Aehnlichkeitspunkt andererseits 
üpck die Reihen AlA' und CnC in Bezog auf den AehnlichVeits* 
psnkt q. Mithin verhSlt sich 

Al iA'l = Bm : Bm » Cn i C'n. 

Da nun aber die beiden parallelen Punktreiben BmB' und CnC 
proportional sind, so sind sie ebenfalls in Aehnlicbkeitslage, d.h. 
es 'ficbneiden sich die Geraden BC, B'C und mit in einem und 
demselben Punkte r. * 

. |. Leknaix, Zwei axial liegende Dreiecke« hei denen 
wdles swel. Paare entsprechender Ponkte in Patall«lperspeetive 
ülgen, sind In AffiolUfslage. (Fig. la a.) 

Voraassetzung« Die Punkte p, q, r, in denen sich die 
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Behauptung. Es ist auch CC parallel AA'. 

Beweis. Angenommen, diedurch Cmit gezogene Paral- 
lele ginge nicht durch C^ sondern träfe die Gerade J^C' in .V, 
Bo müssie nach dem vorigen Paragrapbeo die Richtnng A*Ä durtk 
q gehen, aUo mit A€? aasaiDmeBfallett. 

§. 28. Lehrsatz. iSmil zwei Systeme in Aliinitätslagrö g^'ge- 
ben, so bleiben sie in derselben, wenn njan t^ins dieRer Systeme 
in der Kichtung der AtünitaUstrabien parallel mit sich selbst 
fortrücken lässt. 

Beweis. Denn betrachtet man zuerst drei Paare entspre- 
chender Punkte A, B, C, so bleüien sie in Affinitätslai^e, \v^^ 
eie in Parallelperspective bleiben. Mitbin schneiden sich die Ge- 
raden jßC nnd £'€' ,aa( derselben Geraden, auf welcher und 
AC die ihnen entsprechenden Geraden treften. Ebenso sind dann 
ABD wA A'B'ty, 00 wie auch BCD und B*C'jy in Affinitito^ 
k^e; mitbin treffen auch die Geraden AB und BD die 1h neu 
eateprechenden Linien auf ehen derselben Axe und so fort 

§. 29. Zusatz. Es ist auch leicht zu zeigen, dass bei der 
parallelen Verröckung der Systeme die AfÜnität^axe ihre Rich- 
tung nicht ändert. 

Voraussetzung. Dreieck .f^Cmit A'B'C in AIBnitätslage) 
IXreieck A'B'C mit aßy in parallelo^rammati.scher Lage und swät 
wifldian dansetben Prejectloiisstrahlen« <Fig,,14) 

' Bt^hanptnng. Die AffinitStsaxe awischen ilBC mid Ü'S'^ 

ist der Aflfinitätsaze zwischen ABC und ttßy parallel. 

Beweis. Bezeichnen wir durch p und sowie durch p' und 
rf die Punkte, in welchen die Affioitätsaxen von zwei Paaren ent- 
sprechender Linien getroffen werden, so liegen die beiden Drei- 
ecke pB'q und p'ßq' in Centralperspective, insofern man B als 
Projectionscentrum ansieht. Dabei sind zwei Paare entsprechen* 
dl^r Seiten parallel, mithin auch pq)itp'q* , waa zu beweisen wa(. 

§. 30. Erklärung. Zwei verwandte Systemer die au ein- 
ander, in Aehnlichkeitslage gebracht werden können, sollen ähn- 
lich genannt werden. Zwei Systeme, die in Affinitätslage gebracht 
werden können, sollen affin beissen. Auch sollen zwei Figuren 
als in niittelbarer Affinität stehend ani^eseben werden, wenn es 
eine dritte gTebt, welche dem einen der q:e2:cbenen Systeme alfin, 
dem andern ähnlich ist, wofern es nnmlu h nicht möglich sein 
sollte, diese selber in AffinUäftslage zu bririgßOk. . .^^ - '* 
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ZuM^iz, Hlemath iwei ptopoHioDal« ISmkMheii 

«•wähl Ibofieh, als M»b «ffin geoanot wardes« Dock woUao wir 
in BesQg aaf diese lieber den Ansdfuek ])ro{)Qrtional 1>eibeiiaUen* 

m 

0j0ifeaaM yeifielMnM» «olKomviav, 

31. Lehrsatz* In zwei ähnltcben, sowie in zwei affinen 
Systemen entspricht einem Paar von ParallelUmen des eilten Systems 
wiedemin ein Paar Ton Parallellinien in dem andern Systeme. 

a) Beweis fßr ähnli( Ije Svstenie. fJenkt man sich beide 
Systenie in Aehnlic }ikeitslai;e gebracht, so müssen alle vier Ge- 
rade eioander parallel iaui'cu. 

b) Beweis für affine Systeme. (Ftg. 10.) 

Voraussetzung. AH\\CD. 
Beliaaptnng. A'B'{\C'D\ 

Es seien p, q,r die Pdnkte, In weleben die Geraden AB» • 
CD und AC die ihnen entspreebenden Geraden auf der AAini- 
tätsaxe treffen. Alsdann liegen die beiden Dreiecke pAA' und 
qCC perspectivisch in Bezii^ auf das Centrurn r. Zwei Paare 
entsprechender Seiten in beiden Dreiecken sind aber parallel, 
nämlich ausser Ap und CV/ n^ch die Afünitätsstrahlen AA' und 
CC Mitbin ist auch A'p \\ C'q, was zu beweisen war. 

» 

32. Lekrtniz* Die Durehscfanittspnnkte von entsprechen* 
den Geraden in ftbniicben, sowie in affinen Systemen sind wie* 
deram entsprechende Pünicte. 

a) Beweis för ähnliche Systeme. Es sei O der Aehn- 
lichkeltsponkt und es verMilt sich (Fig. .10.): 

OA'- OB' ~ ÜC ^ OD' ' 

didann behaupten wir« dass der Punl^t in welchem sich die 
toaden AB und CD schneiden , dem Durchschnitt der entspre- 
Aesden Cicraden JP entsprechend sei. Es haben aber die beiden 
Mache ADF und A'D^F* paarwdse paiallele Selten, folglich 
ittt 4le Linie FF' dnich O. und es irethSit sieh 

OFiOF'zsOAtOA'. 
• b) Be^weis ffir affine äys|eme. (Fig. 13.) 
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Voraassetzuns. Die Linien AA', BB , CC , Djy mod 
parallel uud werden tod der Axe XY- beiiglicli in m« p 
dergestalt geschnitten, dase man bat: 

AI _Bm _ ^ _ Pe 
A'l~^£im^ C'n~ D'p' 

Behauptung, Die Punkte F und F'^ in denen'^eicb eine^ 
aeits AB und CD, andererseits A*B^ und ClV darebscbuMden, 
liegen auf einer den gegebenen Affinitätsstrahlen AA'^ BB* pa- 
rallelen Linie« und die Strecke FF* wird von der Aze XT In q 
so durcbscboitten, dass man bat: 

■ 

Fq AI 

F'q " AU' 

Beweis. Die beiden Dreiecke ACF \in(\ A'C'F' liegen nach 
5. 24. axial, überdies ist AA' \\ CC; folglich muss auch FF'\\AA' 
sein. ({. 27.) Das Uebrige leuchtet von selbst ein, » 

Zusatz, Jeder Aehoiicbkeits- oder AffinltStsstrafal trifft eat* 
sprechende Gerade in entsprechenden Punkten. 

§. 33. Lehrsatz. Liegen in ähnlichen oder in affinen Syste- 
men drei Punkte des einen Systems in gerader Linie» so ist dis- 
ses auch mit den entsprechenden Punkten des andern Systeni 
der FalL 

a) Beweis für ähnliche Systeme. Es ist allemal iu dtr 
Aehnüchkeitslage (Fig. 8.) AB || A'B , BC \\ B'C Fallen also 
AB und BC in eine und dieselbe Richtung, so müssen auch 
A'B und B'C in eine Gerade fallen. 

b) Beweis für affine Systeme. (Fig. 17.) Gehen die Ge- 
raden AB und BC dnrch einen und denselben Punkt p dar Axe, 
so nOssen auch A'B' und B'C durch diesen Punkt gehen« d. b. 
es muss BfC In die Richtung von A'B' fallen. 

§. 34. Lehrsatz. Gehen in ähnlichen oder in affine[i Syste- 
men drei Gerade des einen Systems durch einen und denselbeu 
Punkt, so ist dieses auch mit den entsprecbeoden Geraden des 
andern Systems der Fall. 

* 

Beweis. Angenommen, die Gerade A'B ginge nicht durch 
den Punkt H\ In vrelchem sich die Geraden C'B und F*€t 
schneiden, während sich die entsprechenden Geraden sämmtlicb 
Im Punkte F durchschneiden, so wurde dem Punkte F nicht bloss 
der Punkt F', sondern auch der Durchsehnittspunkt der Geraden 
A^B* mit C'iy und mit F'G' entsprechen, was offenbar absurd ist» 
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* 

{. 35. Lehrsatz, In je swei ähnlichen Syetenen sebtteeseD 
Bwel Gerade des einen Systeme allemal denselben WinM ein« 
wie die entsprechenden Geraden des andeni. 

}, 36. Lehrsatz, In zwei ähnlichen Figuren haben je zvrei 
entsprechende Strecken dasselbe Verhältniss zu einander, und swar 
If^ dieses Verhältniss dem Aehniichkeiisverhältniss gleich. 

Beweis» Falton (Fig. 19.) die beiden entsprechenden Strecken 
AB nnd A'B' in die Richtung eines ProjectIonsstfaUSy nnd iäi 

0 der Aehnlichkeitspunkt, so verhält sich 

mitbin 

OA—OB: OA'—OB' = OA.OA'. 

Fallen aber AB und A'B' nicht in die Richtung eines Projections- 
Strahls (Fig. 10.)> so leuchtet ebne Weiteres ein, dass sich Terlifilt: 

ABiA'B'^^^OAiOA*. 

37. Lehnatz, In je awel ähnlichen Systemen haben ent- 
sprechende Fiächenräame ein constantes Verhältniss au einander» 
wefebes dem Quadrat des AebnIicbIreitsTerhältnIsses gleich kommt. 

Denn man hat bekanntlich (Fig. iü.) : 

A ABC _ I» 
^iA'B'C-j^' 

OA 

Setzt man nun das Aehnlichkeitsverhältniss -q^, gleich m, so 
Ist auch = 



^AB*C* 

Hat man zwei beliebige geschlossene Vielecke, so wird man die- 
eelberi auf entsprechende Art in ähnliche Dreiecke zerlegen« und 
M folgt (laun aus der (^leicbheit der Verhältnisse 

A A*BC ^B'C'B' ~" ' 
dass man ancb lialie 

^AßC^^B CD ^ 
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Bemerkung. Zfrei Dreiecke mit paarweise gleieben Wlnkela 
sind oach uiMf«!^ OkffiMtlte- iifiilkli^/ so legen 

' lassen, dass ihre Seiten paarwdse parallel laufen, wodorch 
M'zvpel^'itl Cemtra.\perspecixve kommen. ZWeü beHebige Viel- 
edk^ ABCD.:.. md A B C'D*,,,, sind offenbar ähnlich, wenn 
der dritte, vierte und jeder folgende Punkt des einen Vielecks in 
Bezug auf die beiden ersten Punkte durch Drcieclie bestimmt 
werden, welche den entsprechenden Dreiecken des artdern Systems 
ähnlich sind und die bestimmenden Dreiecke in heiden Vielecken 
übereinstimmende Lage gegen einander haben. I^ rin legt man 
die Vielecke so, dass ein Paar entsj^rechender Dreiecke in Aehn- 
Ifchkeitslage kömmt, so werden auch alle übrigen Dreiecke in 
Aehnlichkeitslage sein, und weil das Prnjertionscentrum durch 
zwei Strahlen bestimmt ist, so werden säninitliche Projections* 
strahlen durch einen und denselben Punkt gehen. 

Die fibrigen Sftbe ven der Ae^nllchkeit koBnen wir fllglicli 
fibergeben. 



Ton den SUffensisliaften affiner Figuren. 

§. 38. Lehrsatz, In zwei aflßnen Systemen werden entspre- 
chende Strecken durch entsprechende Punkte proportional getheilt. 

Beweis. Fallen (Fig. 20.) die beiden entsprechenden Pnnkt« 
reihen A, B, C und A\ C* in die Richtung eines AffinitSt«- 
strahls, und Ist m der Dnrebschnitt desselben mit der Axe, so 
hat man 

, mithin 

Am^Bm Bm — Cm 

A'm-B'm ~ B'm- Cm' 

Sollte die Axe dem AfBnitätsstrahl parallel sein, so würde, wie 
leicht einzusehen ist, AB = A'B\ BC=zB'C' sein. 

Fallen aber die beiden Punktreihen Af B» C und A', B, C* nicht 
in die Richtung eines Aflinitatsstrahls» so bedarf es nur einer 
Betrachtung von flg« 17.» um die Richtigkeit des Behaupteten 
einsusehen. 

Bevter kung. In ähnlichen Systemen stehen jedesmal zwei 
Paare entsprechender Strecken in Proportion, in affinen Systemen 
nur dann, wenn je zwei älteckly«:. die demselben Systeme ange- 
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irite mit den eDt8prec1i6ti4«i» j8k«ek^ I* Priiportioii. 

Denn es seien (Fig. 16.) und CD zwei parallele 8tretken 
des einen Systems, p und (j die Punkte, in denen die Kichtunsreti 
derselben die entsprechenden Ricfatttogen auf der Axe treffen. 
Atdiüiiii verhält sich ' ' ' . 

AB :A'B' = Ap :A'p, 

Nun aber sind die beiden Dreiecke und CC'q einander ähn^ 

licii, weti ihre i^eiten paarweise parallel iauien; mitbin verhält tficb 

und 

' ■ • • ^iS : yl^ß = CDx CD', 

(•39. Lehr Matt, In affineo .Systemen haben entsprechende 
Flüchen ein constantes VerhSltiitss su einander^ welches dem 
Affimt&tsTerhältniss gleich ist. 

' Beweis. Es seien ABC und A'B'C (Fis?. 21.) zwei entspre- 
chende Dreiecke in Figuren, die sich in Aliinitätslage befinden, 
D und D' die Punkte, in welchen der Strahl BB* die Seiten AC 
und A'C durchschneidet, Aisdaao bat man« worein m das AOS* 
uitäl^veEhältniss beseicboet, . 

» - 

Bq Da 

also auch 

Bq-- Dq ' BD _ 

* 

Weil nun die beiden Dreiecke ABD und A'B'D^ zwischen den- 
selben Parallelen Heiden, so hat man 

^,ABD BD 

und ebenso ist auch ^. . 
. \ ■ A CB D ^ SD _ . * 

mithin aufb . . ^ ' • 

^A'B'D'^ükB^C'D' " . ♦ • 
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HbI bmd iwei bdMige Mtoiifeebeftde FIAdien»* m Vird m» 
diflMlb«!) in paarweise einander eotepfeciieBde Dreiedce lertegen» 
Da nun je swei entifirecliende DreiMice daeseliie Verbiltoie« m 
einander bnlMn^ so wird aucli die Summe der einen Gruppe anr 
Summe der andern in demeellien VerhSitoieee eteben. Hat nao 
aller drei Figuren, von denen die erste der zweiten affin, der drit* 
ten Shnlich ist, und sind dann F|, F„ entsprechende FISdieB 
iii diesen Figuren, so liat man 

indem man das Alünitltsrerbftltniss dnreb m, das AehnIteUnili* 
verbSitniss durcb n beieiebnet. Hieraos felgt dnreb Dirlslon: 

= - . 
F^ f» 

Zuiütt. Sind die Aßinitiltsstrablen der Axe parallel» so sind 
je zwei entsprecbende Flficbenriume einander gleich. 

In Fig. 22. ist, wie leicht einzu.^ehfi. , DB:=D'B', also Drei- 
eck ADBzkAD'B' und DBC^Ü4i C'. 

{. 40. Lehrsats* Je zwei Dreieclie kOnnen als affine Figv- 
ren angesehen werden. 

Be^v eis. Man nehme im Dreieck ABC (Fig, 25.) in der Rich- 
tung AB einen willkürlichen Punkt D an und verbinde D mit C. 
Sodann bestimme man im Dreieck aßy (Fi^. 25. a.) In der Eich- 
tung aß den Punkt ö dergestalt, dass derselbe zu a und ß die* 
selbe Lage bat, wie D zfä A und B, und dass sich verhält 

ADtBDssud'.ßö; 

endlich constmire man über CD ein dem Systeme aßyö ähnlicbef 
System A'B'CD. Dann sind die beiden Dreier ABC und 
A*B'C in Parailelperspectire. Denn da sich verhält 

ADiBD^iaxßB=^ A*Di»D, 

so sind die Geraden AA* und BB' {larallel. Das Dreieck aßy ist 
aber dem Dreieck A'B'C ähnlich; folglich stehen ABC «^y» 
wenn nicht in uomittelbarer, doch in mittelbarer A(iioität» 

§.41. LßkrMais. Ist ein VIereek ili^GD gegeben (Fig. 23.)» 
se sind dureb dasselbe xunäebst sechs Gerade und son^ deren 
Dnrcbschttiftftpnnltte bestimmt. 

Zivei Vierecke ABCD und A B C' FT (Fig. 23. und Fig. 23.8.) 
sind affin, wenn sich in denselben zwei Paare proportionaler 
Panktreiben entsprechen. 



• 
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Vori)us8etzung. Bei übereinstiiumender Aufeioanderfolge 
der aui einander bezogenen Punkte verhält sich 

2) BFxB'F'iz^FD'.PD'. 

a 1 

. BeliauptoBg. Die Vierecke ilBCO and A'B'C'D^ sind ailfb. 

Bevreis. Blan eonatraire ein dem Dreieck AB*C* Mholiches 
IMeek a6c, welebea mit ABC ^Xk, AflSnitStelege ist, und ergänze 
darauf übe zu einem dem Viereck A'B'C'D' ähnlichen Vierecke 
abcd. Dann lässt sich beweisen, das^ abcd mit ABCD in AfB- 
nitStslage ist. 

. Es verhält sich 

fif:fessA'FUF'(!' = AFtFC, 

felglich ist Ff parallel mit Aa und Cc. Für s Zweite verhält aicb 

bfxfd^B*FiPD^^BF'.FD, 

also sind auch Dd und Ff parallel. Da die beiden Dreiecke 
AUF und abf in Parallelpergpective Hegen, so schneiden sich 
BF und bf auf derselben (geraden, auf der sich einerseits AB 
und ab, andererseits AF und «/einander treffen. Weiter vvenlen 
sich dann AD und ad, sowie auch CD und cd, auf derselben 
Geraden schneiden, auf der AC und FB die ihnen entsprechen- 
den Geraden treffen u. s. f. ; folglich liefen die beiden Viereck» 
ABCD und abcd nicht bloss perspectivisch^ sondern auch axial» 

Zutait, 1) Je zwei Parallelogramme sind affin, weil sich 
Ihre Diagonalen gegenseitig halbiren. ' 

2) Zwei Parallel trapeze sind affin, wenn ihre parallelen Seitea 
iu Proportion stehen. 

Voraussetzung. In den Paralleltrapesen ABCD and 
AB'C'D^ (Pig. 24. nnd Fig. 24. a.) verhält sieb : 

AB.CD — A'B' ,C'D\ 

Behauptang. Die beiden Pignren sind affin. 

Beweis. Es seien F und F* die Darchsetinittspunkte der 
sieht parallelen Seifen. Dann verhält sieh; 

1) ABiCD:=zAFiDF=^BFiCF, 
2) A'B'tC'D'ssA'F'iD'F'r^BT'xC'F'i 

mithin 

, AF'.A'F' = DF:D'F\ . 

BFi BF' =a CFi C'F\ 
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V ' ifstiar. £«Arf Zirai MMige Tieledi» «ttn» /wmd 
der vierte» flinfte lied jeder, folgeodi« Punkt- ded «rM« in.BeMt 
auf die drei ersten P^nicte durch e(|n VIereelc , bestimmt ist, wel- 
ches dem entsprecbeDden Vlereclce des aodero Systems afiin fst. 

Construirt man zuerst ein Dreieck abc, welches dem Drei- 
elcke A'B*C' ähnlich und mit ABC in Äffin itätslage ist, und er- 
gins^t «odann.d«« Dreieoit abc*xa einem dem System 
iMIdiee System eö^iir..,», so . ist khti dass. dieses letsHore mAt 
dJ?CI>£.^. in, Alünitttslage sein wird. <' « 

§. 43. Lehrsatz, Sind zwei Dreiecke in Affinitätslage ge- 
geben und die Richtung der Affinitätsstrahlen senkrerht auf der 
AffiniUtsaxe« so ist das Ideinere dieser Dreiecke das kleinste und 
das grossere das grOsste untd^ allen ftlinlichen Dreiecken» weldie 
ipit d^m andern in Parallelp^rapectiT^ gebracht werden, k5oaen« . 

Beweis, Man denke sich (Fig. 26.) die beiileo geriebenen 
Drelerke mit zwei ei)ts|)reeheiulen Ecken in A ziisainmen<;eröckt. 
Schneiden sich dann die entsprechenden Seiten ßC und 2>'C" in 
/>, so ist AD die Affinitätsaxe. Halten wir nun die beiden fol- 
genden Bedingungen fest: erstens, dass die beiden Dreiecke ABC 
und AB'C in Parallelperspective bleiben sollen; zweitens, dass 
die Seite B'C* durch den bestimmten Punkt D der Richtung BC 
g^beti soll, — so lässt sich zeigen, dass das Dreieck AB'C i" 
kein anderes ihm ähdliches verwandelt werden kann» ohne die 
gestellten Bedingungen zn Fertetzen. 

Die liedingung der perspectivischen Lage bestimmt das /Vc" 
bältniss DB'iB'C, da sich verhalten rouss; 

DB'iB'C*z=zDB,BC. 

pie Bedingung der Aebniichkelt bestimmt einmal den Winke! 
DB A und fürs Zweite das Verhältuiss B'C' :B*A ; mithin ist 
zufolge der voranstehenden Proportion auch das Verhältniss 
DB'iB'A bestimmt. Da nun liberdies die Seite AD gegeben 
ist, so, ist das Dreieck AB'D durch die gegebenen Bedingungen 
¥»||koQiipen bestimmt. 

Zieht man aber nun FF* paralie! BB', so verhält sieb 

BFtCF^ B'F'tC'F\ 

Construirt man also über AF ein dem System AB'C*F' ähnliches 
System, so wird dieses mit ABC in AflSnitätsJaL,^e sein. Dann 
fallen aber nicht mehr in D, sondern in F zwei entsprechende 
Punkte zuäammeu. \ - ' . 
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Aus dem Vorstehenden geht also hervor, daB8, 'weiiu zwei 
ühnJiche Dreiecke mit eihem dritten in Afiinit&t&lage gebracht 
Meiiieti, dieses letztere lüeniaiM diet»elbeii Punkte mit beiden als 
entsprechende Puukte «gemein haben kann» . , . 

' E0 sei einmal dab andeire WX T deijeilfge Punkt» 
weUflwr liifft dem ibm entsprechenden PirflÜCe zneammenfHllt aeft 
Im Mtern Falle BB* end CC senkrecht auf JM-, Cr 'aher sei 
ikn^ Dprebecbnittapnnkt 'der Geraden AD önd FF*, 'rm denen 
lebtere, wie erwfibnt, mit BB* paralleY iet.' ' ' 

Eis verhält eich . . . . 
' ' ^ABCiAAB'C^FQtF'G^l - h ■ 

Ssf. also AB'C kleiner als ABC, so ist auch F'G kleiner a|^ 
FG und niithin die Hypotenuse AF' kleiner als die Hypotenuse 
AF; folglich ist ein über AF consti:uirtes, dem Systeme AB'C'D' 
Shnliches System grosser als dieses, während es im Gegenth'eil 
gi^eser sein wird« sobald F'G grosser ist als' i% 

Zusniz. 1) Unter allen ähnliche« Dreiecken, welche mit 
einem gegebenen Dreiecke in Afüniliilslaire o;ebracht werden kön- 
nen, kann es imv zwei gehen, bei denen die Richtlinie der Affi- 
Ditätsstrahlen senkrt^iht auf der AfQnitätsaxe ist> nämlich das 
grtisste und das kleinste dieser Dreiecke. 

* 

3) Es seien zwei Dreiecke in AffinitStslagc gegeben (Fig. 2^^ 
and die Richtung der Aflinitätsstrahlen senkrecht auf der Aze AÜ» 
^enfttrnlrttitan nun ein Dreieck, welches Meiner als das felelnere der 
gegehenen Dreiedte ^fi^C, aber demselhen S!bnlich fst^ so steht di6- 
ses dtltte Dreieck zu ABCr^fSf in mittelbarer Affinitfit. Eben so wird 
ein Dreieck, welches dem grosseren Dreiecke ABC ähnlich und 
grösser als dasselbe ist, mit AB'C in mittelbarer AlHnität stehen. 

Tm Aem l&armoBiselieii Strahlenbfieelielii und dem fuiVf 

' vmiiMlIieB PitBktrellien. - ' 

» 

i« B eme^kunff. In dem nun feigenden Absdniitfe'weHlen'trir 
die Regel beobachten« dass wir an die Stifahlen ^nei' g^tlbehen 
•Ig^fhlex^jSfehels grosse Ancbsl^bi^iltieefaej». D|iir«A; die entspre- 
^he^^^ iFlffieen, Buf hetab^ wfirdei»,:4l<geai9en Ruefcfe beaeicfaiMl 
werden« In if^dM« 4i|B«e JS^ahle» 9«« irgend ew»r Tm»wfstmim 
eschnitten werden. 

{. 44. Erklärrnng* \mkk»iei mmiiijißi^^^M\tt»hfmx^ eines 



SS S99Mn: Vm-sc&ule fter steuern €emtirie,iniäe$* Hm wttmmti 

P«rail«lo|{r«aiM oea'e' (Fig. 27./ mit tdea Edran a«BMMbMi nttd 
mit den Mitten der Seiten, so bilden je vier auf einamder f olg on da 

der Tom Mlttelpunlct O auslaufenden Strahlen einen harmosiaeliefe 

Büschel und werden auch vier Harmonikale ti genannt. 

Ein harmonischer Büschel ist also ein solcher, dessen Ceo- 
trura O zum Mittelpunkte eines Parallelogramms gemacht werden 
kann, in welchem zwei der gegebenen Strahlen durch benach- 
barte Ecken, die beiden andern durch die Mitten seweier ^usain* 
menstossender Seiten gehen. 

Verbindet man in dem gegebenen Parallelogramm aea'c* die 
Mitten der Seiten unter einander » ao entsteht ein neues Paralle- . 
lagramm Mb^d't In welcbem diejenigen Strablen durch die £ckea 
geben, welcbe Torhin dureb die Mitten der Selten ging«» ^ 
umgekehrt * 

In einem harmonischen Bilscbel heissen der erste und dritte 
Strahl, sowie der zweite und vierte zugeordnete Strahlen. 

45. Lehrsati. Durcbsch neidet man drei von vier gege- 
benen Barmonikaien durch eine dem vierten Strahl parallele Trans- 
reraale» ao Ist der mittlere DurcbschoUtspnnkt von den beiden 
Süsseren gleich weit entfernt. (Fig. 27.) 

In der That Ist uff parallel mit OD und also auch mit e6e, 
•o ist «ß=sßf, 

§, 46. Zusatz. Durch drei gegebene Strahlen ist allem^i 
der vierte harmonische Strahl bestimmt. (Fig. 27.) 

Denn gäbe es zwischen OA und OC ausser dem Strahl OB 
noch einen andern» welcher mit OA, OC, 0/> einen harmonischen 
Büschel bildete, so müsste jede mit 0Z> parallele Transversale 
nicht bloss von OB» sondern auch. von jenem andern Strahl hai- 
h|rt werden. 

§. 47. Zusatz. Man erhfilt allemal einen harmonischen Bü- 
schel , vvenn man einen beliebigen Punkt O mit den Endpunkten 
tAuer Strecke ac und mit deren Glitte 6 verbindet. (Fig. 27.) 

Denn macht man Oa'—Oa, Oc'—Oc, so \\lrd a'c' gleich und 
parallel mit gc, also aca'c* ein Parallelogramm, in welchem OA 

and OC durch zwei benachbarte Ecken^ OB und OD duieh die 
Mitten zweier Seiten geben. 

f da tthnait. Halbirt man (Fig. 27.) einen Winkel ÄOC 
'duveb OB und errichtet darauf im Sdieltel O ein Loth OD «nf 
der Halbinmgslinie, so erhält man vier Harmonikaien. 

Beweis. Denn zieht man die Transversale o6c parailei mit 
OD» ao ist 406att 06c; mitbin ab^he. 
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n'^mf^ M. - Zui^U, I) Stehen in eiftem liamdiiisehM» Büschel 
i^geordnete StrableB auf maoiler senkrecht , so wird der 
Wlakel, welchen die beiden aodero zugeordneten Strahlen mit 
- dtoattdvr bilden , durch den svrfsehenYlegenden Strahl halbirt. Denn 
•Mt «vflr^ «tte Halbininsaliiiie die«e# Winkel« ebeofaile ein« 
Ticvte Ibimonlkale n den drei andern Strablen sein« 

2) Wird in einem harnoonischen BOschei der von zwei zageord- 
neteo ^>trahlen ^ehihlete Winkel durch den zwischenliegenden 
Strahl halbirt, so stehen die beiden andern zugeordneten Strahlen 
Mokrecht auf eioauder. 

.li* Mt« ^rkliif,ung. Mao mgtj die Streek« «e .(Fig.87«a.) 
iifiH4^.ii{q|k den beiden Paekte« 6 und d bermepieeb getheilt« wenn 
djvAbstftnde de« Punkte« k ven u und e pich eben «o an cdau» 
der verbaiten« wie die AbstSnde de« Pnakte« d ven eben diesen 
Paukten» also wenn man bat: 

ubicb ^ adi cd* 

Wird die Strecke «e in 6 und d barmoniech getheüt, .«'o' wfifd 
auch bd m n «nd e harmonisch getheilt; denn aus der obigen 
Proportlen folgt durch Umslellung der Bfittelglieder : 

"»'•^ • ' ^ imi da z=i beide. 

Die Punkte a, b, e, d heissen vier harmonische Punkte oder 
eine harmonische Punkfreihe; a und c, sowie andererseits b und 
d^ belesen zugeordnete ft^unkte. 

5L Lehttatt. Ein harmonlacher Büachel nrird von jedet 9 
Transvereale in vier barroeniscIieR Punkten dnrcb«ehQitten. (Fig.^. a.) • 

^ ■ 

Beweis. Man ziehe durch den Punkt c eine Parallefe b'd' 
mit Oa. Dann ist das Dreieck Gab ähnlich dem Dreieck b'cb 
und ebenso ^ OadOJ^d'cä. Es verhält «ich also: ^ ' 

Oa :eb'^ abicb, 

■ 

Oaic4'=^odjicdi 
nun aber ist b*ttzed'\ atse hat man: * • 

I 4 

abieb » adted,^ 

' §, 52. Lehrsatz, Verbiiukt man sämmtliche Punkte einer 
harmonischen Funktreihe mit irgenti einem Punkte O, so bilden die 
Yerbindungslinien allemal einen harmonischen Büschel. (Flg.^*a.) 

. .Vi^rau«aeta«pg. E« verb&ll «leb 

übxeb ädxtd, 

ThtU XXIX. , f 
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^ ^*M€fk: Vors^hittia der neuem GeametrUi^^ imöeß, 

i B^hß^ü^inn^ 04, 0B, OC, OD §ind vier 

E^treU. ZieM OM l^td' parattel mit Öa, so verhält «i^ 

* .. . . • . • ' ' • ' 

mithin ist wegen der Voraussetzung: 

'i • • • b c = m . • ' • ♦ • 

6. 63. Leknatt. Werden io elDem harmonischen Bflschcl 
vtfD^än%{*NiteM^<i'fttt^^ni ilie 'kttf swei angeordneteD Strahlen 
üttg^lif Ldfh^ tfttf iKe Mden Midem ange^rdnefe» Strahiert g«- 
ftHfi ae^teheirdief vier 'geftllten Lothe kl Proportioo.. (Fig: 27«a.) 

Beweis. Um zu beweisen, dass sich verliäjlt . .-^»ut 

ziehe raao.,durch 6 und d eine Transversale abcd, ASadann vei? 

nun aber ist ^abkcoX^^*^' ^bclco £idei', mtthio TerMIt 

«^^''^ .Iii 
' • ^ bkidk'zzaötad, ^ . 

9 iri^r«^. ^oglefpb.. da«t &i?b«Aip(^te Uervpfgeht . » i; 

1 4 

' * Zusatt Ii* umg^htt' «e- ProjrtJfrflbii" • i * 

bh.^'^blidl' ' ' ! , . 

gegeben»' Vo leilet ,q»«n wiederum daraus ab: 

ab i ßd=:: cbicd; 

mitbin sind vier Strahlen harmonisch, viwnn die Entfernungen 
eines Punktes im zweiten Strahl vom ersten und dritten Strahl 
sich ebenso zn einander verhalten, wie die t3nt()eAmttngWi'!eisfl| 
Punktes Im Tlerten Strahl von denselben Strahlen. 

§. Si4. Lehrsatz. 8ind auf einer Geraden zwei feste Punkte 
a und 6. gegeben, so ist die Lage jedes dritten Punktes c voJi- 
ionimen best! ramt, wenn zuerst bekannt ist, ob dieser Punkt 
■wischen den Punkten a und 6 oder ausserhalb derselben Hegt, 
und wenn zweitens das VerhÄltoiss der AbstSude des« Punkte» c 
* von den Punkten a und b^^gfbe^ .ist. (Fig. 22$.) 
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EevTiela. Liegt m swisdl^eD o iiihI 6, so nimmt das Vetbilt- 

0186 T— ZU, wenn sich e liem Punkte 6 nähert, dagegen ab, weniji 

C oiher an « rffekt. Ist sweitens ein Punkt in der Verlänge- 
rung von ob, so kann es anf derselben Seite von ab keinen Punkt ' 
WigelMn, welcher die Bedingung 

- • ' ax ad 

• bx bd 

äillltte: denn alsdann wäre anch 

., bx—bd^ * ' dx ^ bd' , .» 

iras offenbar ungereimt ist. 

• {. 55. Zusatz. DoTch drei gegebene Punkte auf einer ge- 
raden Linie ist allemal der vierte harmonische bestimmt, wenn 
no^h bekannt ist, welche beideu der gegebeueo Puokte zugeord* ' 
nete sein sollen. . 

§•66. Aufgabe. Die Strecke ae hannonbcb lu tbellen« 
wenp noch einer der Thellpunfcte gegeben ist . . 

AutUisung. Man schlage über ac einen Halbkreis. Ist nun 
der Punkt ö zwischen a und c als der eine Tbeilpunkt gegeben, 
HO errichte njan in ö das Loth hx bis zur Peripherie, ziehe in x 
eine Tangente an den Halbkreis und verlängere dieselbe, bis sie 
die Iliehtung ac in d durchschneidet. Dann ist der Punkt d der 
gesuchte vierte harmonische Punkt. Wäre d gegeben und b ge- 
sucht, so würde man von d aus eine l'angente ziehen und ?om 
Qerubrnogspnnkt x ein Loth auf ac fällen. 

Bev^eis. Verbindet man or mit a und e, so ist W, bad 
sp: W. box s W. bwCi dabei ist W. aae s B ; foigUdi x das Centram 
eiMs harmonischen Büschels. 4flL) 

Fällt 6 in die Mitte von ac, so wird die Tangente in x pa- 
rallel mit ac; der vierte harmonische I'unkt zu o, b, c Hegt als- 
dann in unendlicher Entfernung, oder, genauer ausgedruckt« es 
ff/dbt keinen vierten barmomschen Punkt. 

Die beiden Pilnkte <6 |ud il Hegen immer derselfoen iSnila 
dtoF Milte ton ae* Fsilt b mit a oder e ansammen, so *fölll d 
jedesmut iri denselben Punkt 

Denkt man sich den Punkt a in unendliche Entfernung gerückt« 
SS f^it c in die Mitte, v()n ,6f^. ^ , 

* ' i 4liillvrMH^« die fiMclitttll^ivtlSis^» < nach weleher l^aftih 

7* * 
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lellinien einen Durch.«jchnltt8{»unl<t haben, welcher In unencllieher 
Entfernung liegt, ist für den Vertrag des hier behandelten Ge- 
genstandes von grosser Wichtigkeit. 

« • 

« Denkt aum sieh einen Strahlenbflecliel von einer Tranemsato 
^nrchschnitten» no entepricbt jedem Punkte der Tranevereale eift 
bestininiter Strahl; dem nnendlieli entfernten Punkte entepffeltt 
derjenige Strahl, treleher der Transversale parallel iSoft Ua U 
aber nur einen Paralletstrahl giebt, so Ist der tinendHeli entfenli 
Punkt der Transversale gleichsam ein voitkoninien beetimnllr 
Punkt, und es i^t dabei gleichgültig, nach welcher Seife Up MB 
densell>eii vorsetzt. Mehrere unter einander parallele Liofen Wtf' 
den }iierMuch ebtthfalls so aiigeseheii , als schnitten sie «ich la 
demselben Punkte. 

# 

§. 66. Lehrsatz, Halbfrt man In einem Dreleefce ABC dea 
Winkel A, so bildet die Halbfarungslinle auf der gegeiitlberliegft» 

den Seite Abschnitte, die steh verhalten, wie die anliegeadeB 
Seiten» nämlich: ^ 

ßD;DC^BA:DA, 

§. 57, Lehrsatz, Der geometrische Ort der Spitzen athr 
Dreiecke Ober einer gegebenen Grundlinie BC, In denen die bei- 
den andern Seiten ein eonstantes Verb&ltnisa au einander «babei* 
ist eine Kreislinie, deren Mittelpunkt auf der Geraden BC li«^ 
'uod durch welche die Strecke BC harmonisch getheilt wfrd. 

Beweis. Es sei AD die Halliirungslinie des Winkels A» 
Ist non das Verhältnise der Seiten AB und AC gegeiieui so ist 
*augleieb das Verhftltniss BDxDC gegeben un,d somit der Puokt 
D bestimmt. Errichtet man nun in A ein Lotb auf AD, so trift 
dieses Lotb nach $. 48. den vierten harmonischen Punkt 
B» D. C; mithin ist der Punkt E ebenfalls -bestimmt« Da m 
aber der Winkel DAE ein Rechter ist, so liegt der Pwikt A'^ 
der Peripherie eines Kreises, welcher die Strecke DE sumDufch* 
messer bat. 

(. 68. Erht&rung, Man sagt, Kwe! Kreise stehen senl| 
recht auf einander, wenn im Dnrchsebnittspunfcte die Tangenten 
beider KreisÜniei^ senkrecht auf einander stehen. Es leueblet 
•egleicb ein, dass, wenn dies in einem der Schnittpunkte der M 
ist, ea auch im andern Statt finden muss. Zwei Radien 
einen Kreises sind alsdann Tangenten des andern. 

j. 60. Lehrsatz. Zieht man durch zwei zugeordnete voa 
vier hainonischett Punkten eine beliebige Krelallnie, dufcb die 
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•ndern aber eine solche, deren Mltteliraiikt mit denseUMpii 
in gerader Linie lie^t, «o stehen die beiden KrelM eenkrecbt 

aaf einander. (Fi(^. 31.) 

Beweis. Es seien B, D vier harmonische Punkte. 
4te Ünwice AC Sehne .eine« Kreises, dl« Strecke BD der Durch-* 
Mütte.ieiijtp sweiten, F der Durchscbnittsponkt beider Krewel 
■MiPn behaupte leb » dass der Radios ,FG des Krelaea« .welcher 
4mi|v^ nnd D gebt« eine Tangente des andern* Kreisen sei. 
ijp jilmblen FA^ FB» FC, FD sind Tier Harmonikalen« der 
mäht FD steht aber senkrecht anf FBi foiglleh Ist AFB 
'mm. BFC. Nun ist 

W. FBG^W. BFG=BFC^Ct G, 

aber als AnssenwInkel des Dreiecks AFB ist auch 

y^. FBG=^FAB^ AFBi 
* 

mithin 

BF£ + CFG = FAB + AFB,. 

Hebt man die beiiieti gleiche» Winkel BFC und AFB gegen 
einander auf, bo bleibt 

Die Linie F(x Hillt also mit der Tangente in F zusammen» da 
der Winkel, den eine Sehne mit einer Tangente im BerflhrungS' 
punkte bildet, dem Peripberiewinkel im entgegengesetzten Ab-' 
sehaitt gleich ist. 

§. 60. Lehrsatz. Umgekehrt: Stetten zwei Kreise ^euk- 
recht auf einander, so wird jeder Durchmesser des einen durch 
die Peripherie de» undern harmonisch getbeilt. (Fig* 31.) 

Beweis. Ist der Radios PG des einen Kleines eine Tan- 
gente des andern* so Ist W. GFCssVf. FAC, Nun ab^ ist 

W. AFBz^FBC-'FAC, 
W. CFB^FBC-^GFCi 

^Iglicb W ÄFB—\\ CFB. Da nun FZ) senkrecht steht auf FIT* 
•aaind FA, FB. FC, FD vier Uarmonikalen. 

ZuMütu Bekanntlich ist (Fig. 31.); 



FG^ssAGxCG. 

Ha nsn FG = FB und = FD ist» so bat man folgenden sehr 
#nqarkaiMwerthen Satz: 
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: Mbif« maki «in «tttev hAtmoBimshm Punkti^he die Streek» 
STOtilieB swei tageordaeten Ptinktön, so le« die erbaltene 0ilfti 
die mittlere Proportionale ana den EntferAnngeo dea HalMum»* 
pnfiktee von den beiden andern angeordneten Punkten* . 

§. 61. Lehrsatz. Zwei harmonische Punktreihen liegen per- 
»pectiTisch» 60 bald sie einen gemeinsamen Punkt , haben, ood 
av^M. in Bezng anf awer Projectionacentra. . i¥ig* 32») 

Beweis. Man verbinde zuerst diejenigen beiden Punkt^ f 
und c' , welche von dem gemeitisaiiiun Punkte a durch je ©Inj" 
zwischenliegeiHlen Punkt getrennt sind. Ist alsdann O der Dnien», 
schuittspunkt der beiden (»crad* n /jf/ und cc' , so behaupte ich, 
dass auch dd' darch diesen Punkt gehen niuss. Denn angenom- 
men, es wäre flicht der Fall, so würde die Gerade Od' in der 
Richtung der Reibe aOcd einen fünften Punkt, etwa den Punkt 
a:, treffen. Dann wäre der Annahme nach einmal d der vierte 
harmonische Punkt zu o, 6, c; der Punkt x aber wäre ebenfalls 
der vierte harmonische Punkt zu a, 6, c, weil die Strahlen ()>h 
Ob', Oc' , Od' vier Harraonikalen sind. Dies aber ist nicht mr»!?- 
lieb« da durch drei gegebene Punkte, von denen zwei bestimmte 
einander zugeordnet sind, der vierte harnionischc Punkt (»estimmt 
ist. ($. &5.) Sollte bb' parallel mit cc' sein, so würde» wie leicht 
einznseben, auch diV parallel e& sein» 

Ist P der Durchschnittspunkt der (Geraden bd' und cc' , 8« 
beweiset man auf ganz äbuÜche Art, dass auch b'd durch deii 
Punkt P geben muss. 

Zu9ü$M^ Znrdi bbrnonisehe Punktreiben liegen auch perspee- 
;ti¥iscb9 se bald sie mit drei Paaren ibrer PuniUe perspectlfM 
liegen. (Fig. 33.) 

• ^ 62. LehtiOitx. Zwei harmonische Büschel liegen axial, 
wenn sie einen gemeiDschaftlichen Strahl haben, d. b. wenn ein 
Strahl von jedem BQscbel durch das Centram des andern 'g^ht. 
(Fig. 34.) 

Beweis. Es sei (( der Durchschnitt derjenigen beiden Strak- 
tan, die von dem gemeinschaftlichen Strahl OP durch einen zwiscben- 
liegenden getrennt sind; Ist nun c der Durchschnittspunkt der 
Strahlen OC und PC', so wird behauptet, dass der Punkt ö, 
welchem sich die Strahlen OA und PA' durchschneiden, mit c 
und d in gerader Linie MegJL^ 

Angenommen, dies wäre nicht der Fall, so würde die Rieb* 
tung vd, welche den gemeinsamen Strahl. QP in b ßfihneS4^^ 



« 
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»«ofieJe, vnd auf ^mi -Strabl. PjI^ eiiMO Pwfet y 'treffen.« Dann 

^^1iht nu7giicli ist- . . 

Ebenso leicht z^ij^t man , <lass, wenn von drei LinSen OA, 
PA* nnd cd zwei parallel sind, auch die dritte ikoen parallel iet^ 
üaAd>m b io der Mitte zwieebeii e'imd e( liegen winl« • 

*' '2?UYaiz. Zwei hantionische Büschel liegen auch axial, wo- 
fem sie mit drei Paaren ihrer iStrahleu ai^ial liegen. ' 

lUai^e Torlüttflife BrklftruBffen und Iieliralitae fiter 

CPBfonnltft«. 

§.63. Erklärung. Wir sagen, swiei PuiiktretiiieniieeientiR 
CooforwitäteUge., wenn .sie io Central perspective tiegee und Ihm 
lUeblungen nicht parallel sied. Zwei Punktreiben^ welche aa 
•iaaadef. in ^oi^mltjUelage .getiiiiobt ifnr4ea<'feSetten,. jMeeeih 

Ifieronch kanik'ttfaD 'atrei beliebige Punktreihen von \fe ilfH 
hmicteti, -weldie ired#r proportional, noch congruent sind, aU 
Conlbm anaefaeD, HVerdcm sie nämlich in eine solclieX*age gebracht, 
daae sie eiaeo geroeinsamen Punkt a haben (Fig. 36.), so werden 
sich die Geraden 66' und c& in irgend einem Punkte i> durch- 
schneiden. Denkt man sich also noch den Pun^t a mit O vcr- 
bumlei), so sind die beiden Punktreihen in Centralperspective. 
Fugt man aber den drei Punkten «, b, c noch einen vierten Punkt 
d hinzu, so trifft der Strahl Od einen bestimmten Punkt d' in 
der andern Reihe, wt ichf r dem Punkte ^/ entspricht. Es wird 
gezeigt werden, dass man immer denselben Punkt d' erhält. Un- 
ter welchem Winkel man auch die Reihen nbc und a'b'c' susani« 
meolegen mag. Zunächst mag lidgeode BemeriMiDg.^geafigenl: 

Zwei Varmonlaefae Poriiktrelben alnd*im *Aiigett<e!neA '^bfornl; 
sie können aber aneh preporttonal und auch consruent seNiTttäOfeh 6.'6I. 

T.' , 

§. 64. Er klärung. Man sagt von zwei Figuren., sie selei| 
in Conformitätslage, wenn dieselben perspectiviscb und axial lie- 
gen, und sowohl das Projectionscentram, als ancb die. Axe im 
endlichen Raarae liegt. 

§. 65. Lehrsatz, Zwei verwandte »Figuren, weMie in Cen» 
t£älp©f»|>eclive liegen, sind in ( «>Jiforinitätslage, wenn dl«g'enige 
Strei^ke eines jeden Projectiousstrahls, welche, awigchen .den 



1U4 S^gtm: Vw§ek9Ue der neuer» Geomeir^, imHM. eitt^- v i tmemt , , 



Centrum und einer festen Geraden liegt, von je zvfeX wäm^mkm^ 
d«n Punkten barmonitch getbnilt wird» (Fig. 37.) 

Bibeln. En neien h und I die Dumbnehnlttspiinkte swnter 
Projectioii88trahlen mit der festen Geraden XY und Oakef, nowle 

Oblb' harmonische Punktreihen, so werden sich die Geraden üb, 
a'{j\ kl in eioeni und demselben Punkte scbneiden oder einander 
parallel sein, da beide Reihen den gemeinsamen Punkt O haben» 

Der Yoratehende Labraatz enthält nicht die einzige Bedin- 
gung, unter welcher Figuren in Conformitätslage gedacht werde« 
kOnnen. Im gegenwärtigen Falle liegen übrigens die beiden Figo« 
reu in?olutoriecb; denn siebt man den Punkt a' als Punkt dea 
ersten Syatema an» ao wird der tbni entsprechende Punkt ii| a 
foilen. 

§. 66. Erklärung. Für (iiejenii;en Punkte eines System«, 
welche in der Mitte zivisclicji Coufonnitätspunkt und Axe liegen, 
giebt es keine entsjirechenden Punkte in dem andern Systeme, 
sie liegen in unendlicher Entfernung. Ein Punkt eines Systems, 
für welchen es keinen entsprechenden Punkt in dem andern Systpni 
gleht» faeisst ein Gegenpunkt Im gegenwärtigen Falle liegen Hie 
Gegenpuokte beider Syateme auf einer Geraden, welche der Aie 
parallel ist und von dieaer und dem Ceutrum gleichen Abstsnd 
bat 8ie heisst die gemeinsame Gegenajce beider Systeme* 

Nicht Inimet haben Figuren in Conformitätslage eine gemein* 
aam.e Gegenaxe. 

{. 67. Folgerungen. 1) Jede Gerade des einen Systems 
ist dem Projectionsstrahl parallel, welcher durch den Gegenpunkl 
der entsprechenden Geraden geht (Fig. 38.) 

■ 

Betrels» Gs sei m der Duichscbiiiltopunkt ^er Gecaden sfK 
mit der Gegenuie C7F, » der DurcbacbnittstHinkt des Projectiose» 

straUa Om mit der Conformitätsaxe XY. * 

Die Gerade a'p kann den Strahl ihn nicht schneiden, weil 
der Durchschnittspunkt .der vierte harmqnisciie Punkt zu Omn 
sein würde» i 

2) Schneiden sich zwei Gerade des' einen Syatems auf der 
Gegenaxe In m» ao sind die entsprechenden Geraden parallel, uo^ 
umgekehrt: 

Sind die Geraden a'p und h'q parallel, so schneiden sich dia 
entsprechenden Geraden ap und bq auf der Gegenaxe. Nur wenn 
zwei Gerade beide der Conformitätsaxc parallel sind , so entspre- 
chen wiederum zwei Gerade, die einander und der Conforroitäts« 

* * 

axe parallel sind. « ' ' 
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JhWMUddunff der VerwatudiseJka/i u, d- hegeitchtdlte entAaiiend, 105 

1 f. 68. Folfferunt/e», Au« dem Vorstebeutleii ergiebt ericb: 

1) Durchschnittspinikte von eiitopr«ch«iiden Gerate <ind «nt- 
4|precheD(l« Pookte. (Fig. 37J 

Werden die Punkte p und g, "m denen die Geraden ab und 
cd den Ihnen entsprechenden Geraden auf der ConforrnitätsJaxe 
begegnen, mit dem Centrum O verbunden, so werden dieselben 
Centra vor) zwei harmonischen Büscheln, welche den Strahl pq 
gemein babeii und daher axial lie<ien müssen. Demnach liegen 
die Durchschnittspunkte / und /' mit dem Centrura O in gerader 
Ltoie, und wenn man den IStr.ihl Off zieht, so wird diejenis^e 
•Strecke desselben, welche zwischen Centruni und Axe liegt, in 
fnnd f* barmoniscb getbeilt Folglich sind f und entsprechende 
Punkte. 

*2) Liegen die Punkte afh in geratJer Linie, ho lieger» auch 
die ihnen entsprechendeu Punkte Ue6 andern tSytiteius a'('bi' io 
gerader Linie. 

S) Schneid«!! sieb dfehtiende des einen Syeteme in etnem 
•innigen i^inht» weielier-niclit anf der Gegenaxe Hegt, eo 'scilnci* 
deoi nlch aneb die ihnen entepfecbenden Geraden in einem mid 
4ein«i|lb9n Punkte. 

4) Vier harnioniechen Punkten des ehien Syetema entsprechen 
wiedemni vier barnioniache Punkte. 

Feilen die beiden Pnpktrelben nicbt in die Rlqbtnng einen 
Proiecttioneatrahln, eo folgt die Ricbtigkeit der Behauptung un- 
mittelbar aus der perapectiTischen Lage beider Systeme. 

Fallen aber (Fig. 39.) die beiden Reihen in die Richtung eines 
Ptojcetionsstrahls , so ziehe man einen zweiten Projectionsstrahl 
durch den beliebigen l^unkt » der Axe und theile denselben in f 
und f barmoniach, so dass man also /'und f als entsprechende 
Punkte anaeb^n kann. Dann werden die Geraden af, bf, cf^ df 
die ihnen entsprechenden Geraden auf der Axe XY bezüglich in 
^9 ß» y> ^ treffen. Sind nun abcd vier harmonische Punkte, ao 
l»l ancb die Reibe ttfiyÖ bannoniach und fojglteb auch afb't/d'» 

w 

Liegt einer der vier harmonischen Punkte abcd {F\p 40.). 
etwa der Pnnkt a, auf der Gegenaxe, und ist c der ihm zugeord- 
nete Punkt, so lie<^t der dem letztem entsprechende Punkt & in 
der Mitte zwischen 6' und d*. • 

Denn He vier Strahlen Oa, Ob, (Je, Od bilden einen bar- 
moiiiechen Büschel , die Transversale b'c'd* ist parallel dem Strahl 
Oa naeh 07., folglich ist die Aiitte awiachen b' nnd d'* Läge 



•prBchend mit ttf dem Strahl Oa nach {. 67. parallel aelii. in 
Befci^mif'd^Drlia^oniafiliea BOadiel/deaaeo Centrum f ist, frardf 
alao ÄV<i' eine dem Sfrabl af paraQeie Transveraale ' aeln« 'ü^ 
M^tts^Mriedeim folgt, daeii e' die Mitte zwleeh^a b' «und sein 

• ' • Ö)* ßoem harmonischen Büschel entspreche« wiederum vief 
iHarraoTilkalen. Die Behauptung toigt für Strahlenbuschel, deren 
Cervtrum nicht aui der Cooformitätsaxe liegt, unmittelbar aus der 
uxialeo Lage. ' - ' 

Fallen 4^er die bejden Ci^titä„ip man Punkt der Conktvk 
'^tsaye, ao zielie tpan vomiGentnim 0«ineii beliebigen 
tionaatralil. Dersetlie schneidet je avrei entsprechende Strahl^ 
der beiden Bfischel in entsprechenden Punlrten. Ist also die eine 
IRe&he von zesammengeborigen Punkten harmonisch , se wird^ 
tanicfa die and«« sein; folglich nind auch die Strahlen, «ewi» 
durch diese Punkte hindurch gehen, harmonisch. 

j . Anmerkung. Das Projesteiscentrani ist als eto gera^nsa- 
MV1 Punkt der behlea ^fiysteme» i&e.Aae ale.eine diteihe ffeneifi- 
«ainer Punlste anaaaefaen. 

Anstatt weiter zu gehen, wollen wir das bisher Vorgetrk|PMfc 

^urql^ ein^ H^ib^ vjon ^-oweuduagen erl|^ut^rj>. 
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Tom Kreise. . » r 

§. 60. Lehrsatz. Zwei Kreise sind allemal ähnliche 1^1^^ 
reu ; jede Lage derselben ist eine Äehniichkeitslage uud zwar in 
ß^^ug aiif zn^ei Aehnliehkeitspuokte. (t^ig. 41. und Fig. 41. a^ 

Beweis. Man ,zieh^ die Centrale ^c', und sodann zwei pi^; 
rattele Blaibmesser cd und e*af, entweder wie in 'Flg. 4). nach aiaö|r 
und detdelben $eite^ oder wie in Flg. 41. a. nach entgegeng^ets« 
ten Seiten. Verbindet man nun die Punkte a und af, so zeigt sich 

1) daKs die G9r#4e «a'. durch einen beistimmten PunlUr 
Centrale O ßpht; 

. . 2) daas dßß Verhaltnlss OatOm* unverandArlich ist ... 

Es verhält sich nämlich: .. j. 

aO: a' O = Ol?: a'e' = eO : c' 0. 

Durch da« C0n/»tante VerbiHtm». eOi e'O ist. aber der ^ 
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»Ber JPimkt aH>>rig.4L Utein äu^^serer, der Punkt O in Pigi41.a. 
ein innerer A^hnKcbkeit^punkt Der innere und der äussere Aelin- 
liollreitspunkt zweier Kreise theilen, wie man sieht, die C^ptrale 

cc* hariiJoiii&cb. . \ . • . » 

l^ieigen die beiden gegebeoen Krfi^^ ai\9ser einander, so 
gen die beiden AehnlichkeitspuDkte ausserhalb beider Kreise. 
Berübtcm sich die beiden Kreise von aussen (Fig. 42.) > so liegt 
der äussere Aehnlichkeitspunkt aussepbaib- Miär lürtitd« idar 
iDoere föllt mit dem Berübrun^spunkt znsanmeo. 

W^nn bade Kreise sieh durchschn^jiden (FigL43.), liegt 
<|er innere Aehnlichkeitspunkt in ciiMiijenigen FUcheps^ckp wel- 
ches beide Krei^^e ^eniein haben, lierühren sich zwei Kreise von 
hinten, so ist der Berührungspunkt der ionejre Aehnlichkuitäpunkt; 
wofern aber der eine Kreis ganz innerhalb des andern liegt, liegen 
beide Aehnlichkeitspunkte innerhalb beider Kreise (Fig. 44. und 
Fig. 45.). Wenn endlich die beiden Kreise concentrisch sind, so 
falten beide Aehnlichkeitspunkte in den gemeinsamen Mittelpnbkt. 

. Die Mittelpunkte beider Kreise sftod allemal entsprechende 
INnktBiAeiivie smei parallsle lüUKbmasserie^Cipf eehedide Gämtt aM, 

Zusatz. Ffiflt ^an von den Mittelpunkten zweier Kreise Lothe 
cd und c'd' auf einen Aehnlichkeitsstrahl, so verhalten sich diese 
Lothe wie die Radicu der lieiiien Kreise: " 

y $.70. LeHrsaix. fietracbtet man zwei Kreise als In Aeliii- 
Kehkeitslage befindlich, bo sind je swei T^ngei^ten av entspre> 
fbende Ptfhkte parallel. (Fig. 46.) 

Beweis. Es seien bc und h'c' Stücke eines und desselben 
Aehnlichkeitsstrahls, welche von den beiden Kreislinien um ä und 
a' abgeschnitten werden. Zieht man nun in b und b* die Tangen- 
ten öd und b*d/, so ist der W. cbd ~ 4 W. eab, W. e'b*d' = ^W. c'a'b\ 
Ijfift aber die Winkel cab und c'a'b' von entsprechenden C>eraden 
gebildet werden, so sind sie. gleich, und folglich aoeb W. eöd 
» W. &b*d* , also bd || b*d\ ' ; 

§. 71. Lehrsatz, Umgekehrt: Die Berührungspunkte paral- 
leler Tanjjenten sind allemjil entsprecheiHle l^inkte, und zwar in 
Bezug auf den innern ü(ler<l«Mi äussern Aehnlichkeitspunkt, jenach- 
dem sie auf verschiedenen Seiten der Centrale oder auf derselben 
Seite liegen. ■ * ' * ' ' ' • — ■ 

DerBewetö ist leicht indirect zn föhren, insofern es in einem 
jeden der itrrise auf derselbefl ^M^^ der Centrale nicht zwei paral* 
Me f^HgeMen- g^b' IvfRii; - ^ 
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lüS M990n: farMuH 4fr neuem emmirU, iiuHB. 

. f. 79. Zutntt. Die gemolMaiicfl T«iig«ntra s««ler Bfilit 
Uli«» ftUeMl dnreh «Inen AelinlielikeitopiHilct. (Fig. 47.) 

Fe weis. 8ind b und 6' die Berfihrungspaokte einer Tto- 
geilte, welche die beiden Kreise um c und e' geraeio beben, 0 
4er 1>mb8ehnltUpankt denelben mit 4er Central», ao terfcält sic^ 

Oc:Oc' = cb:c'b'\ 

mltbla iet O der AeboKofakeitepunkt. 

§. 73. Erklärung. Zwei Punkte in zwei veracbledeew 
Kreiden, welcbe auf demselben Aehnlichkc itsslrahle liegen, afca» 
entsprechende Punkte zu sein, ncnut man inverse Puokle. I* 
Fig. 46. sind b und c\ sowie b' und c inverse J^uiikte dea 
ren Aebolicbkeitspunktes. 

{. 74. LthTMUtt. Tangeoten an inverse Punkte aind i^oi> 
Hvem Dnrehaeknittspunkfa bin in Ibrea Barfibrungspmifcton gerecb- 
ntt> «inander glaie^. (Fig. 46.) t 

Beweis. Es seien b und c' inverse Punkte. Zieht man in 
den (Hinkten 6, 6' und c' Tangenten, so ist der Winkel d'c'b' 
szd'b'c' = dbc. Verlängert man also die beiden Tans^enteo dh 
nnd dV, bis sie sieb in /'.aebneiden, so iat da« Dreiack V'"' 
gieicbaebenklig. 

5. 75. Lehrsatz. Umgekehrt: Sind zwei Tangenten an ver- 
«jchiedene Kreise von ihrem Durcbscbnittspunkt bis zu ihren B«* 
ruhrungspunkten gerechnet einander gleich, so sind ihre Beröh- 
rungspunkte allemal inverse Punkte des Innern oder äuse«f" 
Aebniichkeitspunktea. (Fig. 46.) 

Beweis. Man verbinde die BcräbmngH punkte der beide« 
gleichen Tangenten fb und fc', dl« Verbindungslinie ^c' möge den 
KceU um a' zum zweiten Mal In bf durcbsebneidett. Zi«bt ^ 

nun iß b' eine neue Tangente, so istW. d'b'c^ =^ d'c'b' r:zfis*b^flnl* 
Folglich ist bd\\b'(l\ und es niuss daher die Linie 66' nacb§#7J» 
durch einen Aehnlichkeitspunkt gehen. 

« 

{f. 96. Anmerkung. Vom Punkt« f In Fig. 46. iXaat eich 
an jeden Kielii. noeh eine aw«it« Tangant« «eben, so jAb» vom 
Punkte f in Gani«n vier gleleh« Tanganfen auelanfan ; ft, f^t 
fg, fh'* Geben nun die Geiadan bef und gh' dureb den fnu^ 
Aebniiehkeitapnnkt, ao watdan bk* und g& dnrek den inaeia 
Aebniichkeitspunkt gohen. 

§; 77* Lektitttt. Wenn zwei Kreise einander berühren, <^ 
bat dl« gamalnaaRi« Tangenta die Elg«naehaft, daa«, wann man v9ß 
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DarsUliung der VerwandUcAafi u. ä, äegeUc/Mtie enihalieiul. iU9 

•itiein Punkt derselben Tangenten an beide Kreise zieht, diefte 
beide Tangenten, von ihrem Durchweh nittspunkt hm zu ihren Be- 
rührungspunkten gerechnet, einander gleich sind. 

TfL Lehrsatu Schneiden einender ewei Krebe (Flg. 4ft) 
in e um] iI, «o bat die gemeinsame Sekante die- im verigen Paie« 
graplien bezeichnete Eigenschaft. Denn man hat^ 

79. Lehrsatz, Theiit man einen Durchmesser einei; Krei- 
ls harmonisch in c und d (Fig. 49.), und erriehtet in der Mitte 
ron cd ein Loth, so hat dieses Loth AK die Eigenschaft» dass, 
wenn man von einem seiner Punkte f eine Tangente an den Kreis 
zieht, diese Tangente afleninl so gross ist, wie die Linien, welche 
den Punkt / mit c und d verbinden* 

B €fw eis. Beechreiht man vom Punkte f einen Kiels , welcher 
duTch c und d geht, eo steht dieser anf dem gegebenen Kreise 
senkrecht. Die Tangente fh moss also durch einen DurciüüchuitU- 
punkt der beiden Kreise gehen, folglich ist ' ' ' . 

§• 80. Lehrsatz, Zieht man in zwei Kreisen durch zwei 
inverse Punkte Tangenten, so hat ein vom i>urcb8chnitt derselben 
auf die C'entrale gefälltes Loth die in §. 78. bezeiehnete Eigen* 
Schaft. (Fig. 4a) ... , . 

Beweis. Erster Fall (Fig. 49.). Liegen die beiden Kreis© 
ausser einander, so befinden sich zwei inverse Punkte des innern 
Aehnlichkeit5.punkts h und k' auf verschiedenen Seiten der Cen- 
trale. Beschreibt man nun vom Durchschnittspunkt der beiden 
Tan^nten fh und fk' mit dem Radius fh = f/c' einen Kreis, so 
wird dieser die Centrale in zwei Punkten c und d durchschneiden. 
Der Kreis um f steht aher senkrecht auf den beiden gegebenen 
Kreisen; folglieh werden die beiden Durchmetiser ab und a'b* In 
c und d harmonisch getheilt. Fällt man nun von f ein Loth anf 
ed, 80 geht dieses durch die Mitte von cd, also ergieht eich das 
Pebrige aus dem vorigen Paragraphen. 

Zweiler Fall. Liq^t einer der heiden Kr^e ganz Innerbalb 
das andew« •« Uegen (ilg. 8a) zwei inrerae Punkte des äussern 
AdmHcbkeltjipunktes aaf Terschiedeneii Saiten der Centrale, so 
daaa man den ao eben geführten Beweis wiederholen kann. 

§. 81. Erklärung, Eine Linie von der im §. TU ailfeege- 
btaan Bcasbaffeiihtit helaat die RelanzenUule der beiden gcgehe- 
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1.1^0 '^sen: Vofichuie der neuern Geometne^ 1n$be9, Hm ü ^ iH * 

Kreise, wt^\mt Ntmi^ atfcb itir ii«m FaHv'dil» f SU. Mfg«M^ 
deti w{v#, wo d«r ^ne Kreis \tL einen Pmirt fibergegangen i«t. 

% ■ 

I - ' • ■ 

{. 82. LehTMüiu kann nur eine Poteoxenlinie Itif zwei 

"Beweis. Es sei q ein Punkt ausserhalb der PoteozenW« 
A^}', / der Punkt, in welchem die Potenzenlinie XY von einer 
durch den Punkt ^ au den Kreis um a gezogenen Taugente gb 
durchschnitten wird. 

* iieht man vom Punkte f die beiden Tangenten fb' und fm' 
an den Kreis um a', so ist /b* =zfm' szjh} mithin sind f und 
m' iuverse Punkte zu 6. Lieaaeo sieb nun vom Punkte g an den 
Ei|eis uiiQi a* zwei Tangenten' und gq[ ziehen, welche gleich 
^6 vrfirett« so Wfir4en p' und ql' ebenfaUs inverse Punkte aü b sein- 
Dies ist aber nicht möglich« da es an .einem Punkte nur aivei ia- 
iMllH|.IHinfcfter4ebe». kantig tAee- lanBeidg M dien linem; ^eo 
«ndem in- Bekug auf den Susaertt» Adhblichkeitapmikt/ 

""'*Die Potenzentinie steht aüemal senkrecht auf der Centrale 
und ist der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Kreise, welche 
die beiden gegebenen Kreiae senkrecht durchschneiden. Liegea 
die beiden gegebenen ganz ausser einander, so fSllt die Potenzen- 
lihle zwischen beide Kreise; liegt Oin Kreis innerhalb .des äb- 
deVtiV eö liegf dfe Pbtenzenlinle aiisserhaA beider Kreise. 

Durchschneidet man zwei eesrebene Kreise durch einen diH* ] 
ten und zieht die gemeinsamen Sekanten ab und a'b' (Fig. öl.}, 
Üt deren Durchschnitt d ein Punkt der Potenzenünie. 

/ Demi man hal abdann 

da>^dJb^da!><db', ^ ^ 
Zifht man von d die Tangenten df und df an beide Kreise, soiit 

I 

Melloh • 

Zusatz. Auch für einen Kreis und einen Pnnkt kann es nor 
eine Poten^enlioie gel>en. ' 

. Denn ««re (Flg*.4fK) iktstk*; mOsstei dr /irsts/lt IflC 
ef^lc:^^ «ein. Wftte nus-s^mk, ad- mtteete*i!n/:^M-f'/^ 
• was nicht möglich ist 

j^JtiMtm»0^ Ekm in eiiea'^Ms' h#eehriehenes Vü^ 



« 
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£mr$iHlmn§ äer VerwattdiscAa ft ti.. hegeiackniUe enläoUend, ik^ 

00k» von der Beschaffenheit, dam das Product nas s^weien seiner 
Gegenseiten so gross ist, wie das Produrt aus (jen beiden an- 
dern, l^eisst ein harmonisches Viereck» uDd seine Ecken »jod vier 
ftätiii4>iiiBcbe ruokte der ftreisfioie. ' ,^ 

Ist ABCD (Fig. 52.) ein harmonisches Viereck, so wird maA 
haben : 

oder es wird sich ▼erhalten ' . 

f < I ^ * 

M ABiOB=ADiCD. 

* * 

• t * 1 

Vier Punkte einer Kreislinie sind harmonische Punkte» ueoS dfd 
Abstände de^ Punktes ß von A und C sich eben so zu einander 
▼erhalten, wie die Abstände des Punktes D von denselben Punk- 
ten. Vergleiche §.50. . • 1 • . ... 

Zieht man in einem BMs» etnen' Ourehmesser und eine dsrnnf 
senkieehte Sehne»' so shid die Endpunkt^ derselllien vier l^iiie« 
fiische Ponicte der Kreislinie. , ' 

84.. Lehrsatz. Zieht man vom Darchschnitt eines Tan- 
gentenpaars eine Sekante durch den Kreis, so sind die BertflM 
rungspunkte der beiden Tangenten und die Durchschnittspunkte 
der Sekante vle£ harmonische Punkte der Kreislinie. (Fig. 53.) 

Beweii«. Man verbinde die Durchscbnittspaokte der ^Sekante 
B uiid 1) mit den Berähruhgspuukten der Tangeiiten OA und 

Es ist 

milDin verhält sich «l ■ . 



■ • ■ 



.Bhaosioi viitbillfsleh 



AD:AB=:JÜÜ:AO, 



Folglich verhält* 'Steh wegen CO: '[ ^ . , 

AUiAB = CDiCB, 
usd'-^w^iSt » ■ * '• 

«KHM . . ' ADxCB^ Aß><ci) 

Lehrsatz, Zieht man' dlirefa) des -<iueii»\Mi' vier' faiff^' 
^nHnphsiS Rns)i|eai: .dneg Kreislinie eiiie^Tangeiite,»« ss ist^^dlMtf 
.4ie''«iHe4evliMMidUr mii*4en*:M < M i üw #»lsirt- 



Dl 



1 



Uurra Aecttfiingspunkt mit ibn .Mi OMf^eii PnikleB nw M ildl w fc . 

(Fig. 

Beweis. Man falle von den beiden Punkten B und /> Loth« 
auf die Tangente und die mlttJere €lebne AC Dieaeiiotlie eeiMi 
ßkn Dl, Bm, Dn. 



BkiBmssBAiBa 



En ist 
ninn verlialt nieh 
Ebenno bt 

\DAlco^DCn. ' ' * 

und en verhilt slcli daher 

Der Annalime naeli aber verbSlt sieb 

BAiBCssDA.DC, 

folglich auch 

Bk Bm^üLün, 

woraus hervorgeht, das« vier Harmoniicalen sind. 

• Bemerkung, Von den vier Ecken eines barmoniscben Vier- 
ecks beissen je awei gegenüberstehende augeordnete Punkte. 

§. 86. Lehrsatz. Verbindet man irgend einen Punkt einer 
Kreislinie mit vier harmonischen Punkten auf derselben» so eai^ 
steht ein harmonischer BOschei. (Fig. 53.) 

Beweis. Es seien AB CD vier harmonische Punkte der 
Kreislinie, ^ ein fünfter willkürlicher Punkt. Zieht mau an einen 
der ISachbarpunkte von etwa an 6\ eine Tangente Gt\ so 
ist dieselbe cJie vierte Harmonikale zu CD, CA, CB. Nun aber 
ist W. BCt =zyj. BMC, W. ACB^W AMB u. s. w.; iulg^ 
lieb sind auch MA, MB, MC, MD vior Harmonikaien. 

§. 87. Erklärung, Eine Sehne, weiche die BerQhrungs- 
punkte zweier Tant^enten eines fCreises mit einander verbindet, 
heisst die Herühruugssehne des Tangentenpaares. DieLinie, vrelcbo 
den Durchschnitt eines Tangentenpaares mit dem Mittelpunkte des 
Kreises verbindet, heisst die Berührungscentrate, und eine durclr 
den Ulnrcbeebiiittspuakt . eines T ang e nt enpnares pandlel mit 4m 
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B^übiUDgvsehne f^ezogeoe Linie nennen wb di# BerfibrQilgtfpli^ 
ralMe. Endlicb soll eine vom DnrchsdiDittspunkt eines Tangtii- 
teiipamrs gezogene «Sekante eine ficfffihraogesekeetct kei«aeB<> 

Barfiliraogeeeline Qod Berflbnmgepwallele steken «enkrevlii 
Ulf der Berfibruugscentrale. 

, $.88. Lehrsätie, 1) Jede BerOjiraogsseksiiite wird voip Tau- 
geeteiKlercbeeliiiitt oo4 ?oii der BeHihrniigee^biie bamoniecb g^tbeiit 

2) Zieht man durch die Durchschnitfspunkte einer ßeruhruDgs* 
sei^ante Tangenten, so ächnei4^ sich (die^^ibeo ai)f der Vetl^^f 
geraog der ^erührufigseebiie. 

Beweis zu l). (Elpr* 54.) Die iMcn AB, AO, AF, J$i 
find vier Befmonikeleo , folglich €JFO Het hew i ow ieeh e Pixiikiib 

Beweis 2e 2). {Fi^. 54.) Ist GF eine in dem Tatigeiiten< 
ftu» AO, BO gehörige Berührongstfekente , ee eind GAPB •vier 
barrooDieekfe > Funkte der Kreuliflie. Werden Btt& ia F «ild Q 
Tangenten de» jKreU gezogen und beide ^nk]|f>> f ec^ mit il 

T«biiad«ii» «e sind F und 0 Cfati^ pv^lßr 
Borchel» welche de« Strahl FG gemfJn habwv .Pi|» bebleili ßfr. 
a^kel Hegen «be lOfial imd der D«rcb8cb9i|t Am bai4eii..XM{geii*' 
ten K AUt b» die TeriSogeroog ven iLR^ 

8ti. Zusätze. J) Zieht man vom Durchschnitteines Tan-' 
gentenpaars zwei Sekanten, so schneiden vSich die Linien, welche 
die Schnittpunkte derselben verbinden, auf der Berfihrungssehoe 
eder deren Verlängerung* (Fig* 55.) 

' l^eim dii Oemo' oad tHnüt awet liafaieeiec&e PmdttrMhen 
ellhd, die den Pünkt O gemein haben, iId schneMen steh mumM 
die Oteraden an' and bb\ als attdi «8' «ad anf der Geraden imt.'' 

2) Zfrel Linien, welebe den Tangenteaderch^chiritt mit den 
EedpimkteA #i»«r Sehoe ferbilWen, die durebdie JMHte der Be* 
rfbrac^elitie geht, bUdcii mit der BefObningaeei^iU glaiabe 

Es sei m die Mitte der ßerfihrangssehne AB, ab eiue zweit« ^ 
durch den Punkt m gezogene Sehne. 

Man verbinde den Punkt b mit dm TmigenteBdare|iischnitt 0 ; 
die V^rbiadaagslinie möge die ßeruhrungssehne in fi» die Kreis- 
Ibig-wn zi>r«iten Mal in darebschneldea. Da gail MfH> vier 
banMdaeba Pliakt» abid, sa wird iler Paii:! wmm pmo ihm 
B«*'«ril»#'ygifaiadet, da« CentHM-ekM» kmnmMbm Bü^cbtim, 

Natt abor atabt dla D ai ib ia wg a u bi il ia ly all» - taa hi a eb t avf 

» 
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114 S$$€n: Vorickufe der neuem Geometrie, insäes. eine edemeni.* 

folglich wird der WinM am6' durch mO faalbirt. Dabei ist mtt 
=imb', wovnn man si^h sogleich^berBengt , wenn man n 
mit dem Mittelpunkte TerhuiideTi denkt und die Congrueoz der ent«* 
stehenden Dreiecke in Erwägung zieht. Folglich i«t ^.^mO 
^^O'mO und daher W. aÖi» = W. b'Om. * " " . 

f. 90. hekrtaix. Jede darcb ^ie Mitte einer Berfihrangs- 
•eliiie 'gezogene Tob Berähningssebhe Qiicl der 

Ber^brungsparailele lianiioDlecb getbeilt (Fig. 56.) ' ^ * 

> 

Beweis. Man verbinde die Endpunkte der Sehne ab mit 
dem TangeDtendurchschDitt O. AUdano Ist W. aOm=W. bCfm» 
dito BerfihrnDgaparallele X¥ steht aber im Punkte O senkrecht 
ainf der Ceotr^e Om; fblglicb ist O das Centnim , eines hamoni- 
sdm BQsebels ttnd bwmq sind, vier barmonisclie Punkte. • 

5* Zusatz. Fällt man vom Tangentendurchschoitt ein 
liOtb auf irgend einen Durchmesser, so wird dieser allemaj voii{ 
dam JU^tbe md der BeführuDgfi0eb»e> bar^eoisch i^tbeüt'' . . f .. 

* "Ersteh Taii"*' (Fig. 54.) Liegt dinr' Fusspuiikt' ff' a<li 'Löf blitf 
jUriUnMalb deü EröSsiitf/so ^eien A and B die Dnrclrscbfii^; 
pimkte dieaes Lotbei init dem Kreisel; Zieht main nun ln 'if tfv^ 
B Tangent^ti an Rr«ili; so liegt deren DöHibsebhilt O anf 

der Verlängerung des Durchmessers DE, welcher anf Aß senk- 
recht steht, und es sind DHEO vier harmonische I^unkte. I\un 
aber liegt der Punkt O auch in der Verlängerung von GF nach 
§.88«, 2), folglich wird DE von dem Lothe KU und der Beruh-, 
rungssebne FG harmonisch getheilt. , < , . 

Zweiter Fall«, (Flg*^6 ) Üeg^, zweitens def FusspanJ|t O 
4es l^tbes ausserhalb des Kreises. Ist nun m der Durcbf. 
sebalt^paii)it der Berühirnngssehne a*b* und des durch O gehen- 
den Durchmessers DE^ so ist leicht zu aeigen, dass. wenn die 
SeÄnd AB \u m senitreeht auf DE steht, die lA A und an den 

.Kr«ls' gesogenen Tangenten sich tA Punkte O schneiden mflas«»:* 
IMm 'angenMmen', ^ wSre nicht der Fall, so würde' die 'an A9* 

^gehörige Berflhrongsparallele die Ton q durch m gezögene-BMfb^*' 
rongaaekante^ a6 Bicbt. i|n Punkte ^, sondern' Iii Irgend eiocdi^an* 

'dorn Pnnkte darciiscb neiden, .welober llann ejlien so {Wle, 9- aia 
Vetter t^anponlacher Punkt 6, m., a w$re, wi^ nicht möglich 
iai! ^ tiiiim^k 4ld BmAO Vier barhionfectle Punkte. . 

§.'92, Folg^tung^ *Blan kann die beideti Bogen» im ii»lohäi 

^ Peripherie ebaMjMses durch eine hrlir^^'-i ^rhnn npaihoili: 

vflpi; allctaial.«ki!cwei «1 ConformitätslagaidbeiMUieba^to» Mh: 
aah«B?iMd^i>ttf li^JwiaMitf, W< i ia a*t.,«. vt^t , .... 
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. tÜml Md4ft..G«BliliiD 4tf . Dw«>thiiltt»#iwfct T»iigeiir 
^eQ|Mar«»..i|!;f|e|6ft die gegeb^oa Sehne m BcHrllbnuigssalmei fot 
Die Seboe AB (Fig. 55.) ist dann selber die Axe. 

Zweiten« kann man auch die Mitte der Sehne m (Fig. 56.) al« 
j^trqni nebmeo; dann i.st die zur gegeb,eDea Sftlme.iiß^.geJl^ 
lige BerfiJintogsparaUeie XY die Axe. 

MiD pflegt im voriiegendeD Falle daa Centrom aach den Pol 
|iiiid «6 Axe die Polare sa nenneD. Liejit der Pol aasaerbalb 
dMKreiaea» ao durebacbneidet die Polare den Kreia, WlUiren^ 
dha nicht der Fall iat, wenn ifer Pol Innerhalb dea Üjreiaea liegt 

Je mehr sich der Pol dem Mittelpunkte nähert^ desto weiter 
cDtt'ernt sich die Polare; iiic Puiuie clefi Mittelpunkts liegt in un- 

i^ndiicher l'ntfernung. 

üiiigekehrt: Je mehr sich die Polare dem Mittelpunkte liähert» 
desto weiter entfernt sich der Pol ; <ler Pol jedes Durchmeaaera 
liegt eben&lls in nnenditcber Eutfemuog. ' »*' 

Je mehr eich die Polare dner Tangente dee Ki^aee nllhert» 
desto naher tllefct ihr 'der Ala'Pbl einer Tangente «ieht man 
daher Ihren BerflbinngniHUiht an;. : / 

5.93. Lehrsatz. 1) Alle Tangentenpaare, deren ßerübrungs- 
aehnen durch denselben Punkt gehen, haben ihren Durchaeboitt 
aul' der Polare dieses Punktes. 

Denq zieht man durch O einen Diirclvneaeer DE, ao trifft 
jedes vom Oi|rch^c)initt eines Tangentcnpaarcs gefällte Loth den 
vierten barmoniachen Punkt au 0$ £9 folglieh fallen 'alle dieae 
Lothe snaammen. 

2) Die Beriihrungssebnen alfer Tangentenpaare, deren Durch- 
schnittspunkte aut derselben Geraden XY liegen, schneiden sich 
im Pol dieser Geraden. 

Denn zieht man in Fig. 56. den Durehiuesser DE senkrecht 
auf XV, so muss jede ßerübrongasehne den vierten barmoniachen 
Punkt zu D, £, O treffen. 

f. 94w LehTMuix. Die PotenaenUnie aweierKreiae 11^ alle* 
mI In der Mitte awiaefaen den beiden Polaren einea Aeholieh« 
h(Mip«akteeA< (Fig>tf7.) . l 

Beweis. Es seien a, b und andererseits fi', b' die Punkte, 
in welchen ein vom Aehnlicbkeitspunkt O ausgehender Strahl die 
Kreise um c und c' dnrchKchneidet. Die Tangenten in a, ö, a' , bf 
bilden gebvfig veriäi^gi^rt ein Parallelogri|mm, dessen Diagonale 

die Potenaenlinie heider Preise ist, ,wälM'eod die Eckeo 1/ und 
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geht dmeh die mite ^ -i« 

5. 1^. Der Anwendung wegen wollen wir einen S&tz für einea 
besonderen Fall bevreisen, lodekii wir uns den al^emeinern Befreie 
verbeiiaiten. 

fie eel 04* (Hg. tö^ die BertthrungsisebBe sweler Taegen- 
len, welche wir nns im Terliegenden iMebedern faA ^nand w pawillfi 
denken, wonacti eo' ein Durclimesser sein wird. Ferner eeten p 
nnd q cTie Biorfibrungspankte von zwei andern Tangenten, welch» 
d!l> beiden ersten Tangenten am und a'm' einerseits in 6 ußd c, 
andererseits in h' und c' durchschneideo mUgen. Alsdann wird 
behauptet, dass die Geraden aa' , öö\ cd aicb in einem und dem- 
selben Piiukto sclmeiden. 

Beweis. Verbindet man den fllltleJpankt n mü jp« 6 nn4 ^ 
i»t 

rinn aber ist auch 

« ■ 

W. ii'ne'-f W. «'ein» 

also W. ii^s=W. imh. Fotgiich ist, wegen der beiden rechten 
"Winicel In ä «nd e'» Ao^cv^n'e^it nnd e« vefhm irteh ' 

e6:an=:a'R:aV» 

weiaee becvorgebt: 

ISlieneo leitet man ab: 

mithin hat man die Fropertio«: 

► ... - f • . « t 

Da mm aber die beiden proportionalen P imh ir elh ea oA« nnd n^iKir' 
fMM elnd» so mtoen «ie pecepeetiviseh UegeB. 

96. Errichtet man (Flg. G9.) auf dem Dnrchmesaer AB de« 
Kreises tim etwa im Punkte C, ein Loth bis tut Peripherie 
ßD, fieisst dieses Loth eine dem Durchmesser AB zugeord- 
nete Ordinate. Die Entferrmn^j des Fass|runktes C von irgend 

einem teten PnnMe auf j^. etwa f«m MiMelipMkte M, wM 
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Dia OidfMl» CD Ist Manntlich ili« mittlere fr^jHirfimk 
SfilMie« den beiden AiteehnitteD dee Dnrebmeeeeni: 



BoiMjclioet man die Ordinate durch die Absdsse CH durch 
" hat noan, woiern noch a den* Radius AU vocitellt: 



Nimmt man aber den Punkt A zum Anfiiegi^punkt der Abecieeeii 
^nd bezeichnet die Alieeieee AC darcb x^, so iet CB sz%i^aeii 
«MH maiii 



2) y»5=a?i(2a— 4l%)«:3a«i-^«l« 
jfiMM IM «He Bllttely«iiiti#eioh«ig» dieee« die 'SoMtolgWdbii&i 
f4iw 'Mteieee. 

• . • . . > - . t. «• < I , 

TM.Aev Blllpee. 

$. 97. jErjiMrttMi^. Der geomc^iecbe Ort ^ller derjertf^ee 
Pllol^te» deren EntferauDgen ven swei gegebenen festen Punkten 
«i«e eonettele Ciiftiee »ur Snamie heb beiiet idbe glüpefc Die 
beiaev-toM tablp Meee» die üiampanbie,. f^.LkilHk 
iriQlebe «inen 4l^r ß,reniipiwlKte mit einem Penbte der EUipiee ver- 
bindet» wird ein Ijelletrabi genannt 

Mechanisch wird eine Ellipse auf folgende Weiae oone^uirt: 
man befestigt die Eodea «ioes Kadens, o^bne denselben au ^pa^- 
neo, in A und B, spannt sodann den Faden mittetet eines 3t|i^ 
Pm nnd gebt nun mit dem Stifte nm die beiden ieslen Punkte 
berim, dass der F«4#n bestfindig ^spannt Ueibt JUittelet ein- 
■Iber P«i|blel(ann man4i«-fimpe« coostruiren, indem man,<f%..tt)^ 
' inerst in einem lü'eise auaaer deep Mittelpaokte J3 einen zwdCtti 
Pnefct A nnoimmL Zieht man einen heliehlicen Radius BC, ver« 
ti^det I7niit 4» erricblet in der Mitte yon AC in D ein JLeth 

i|e Wied ^ea,.^ ^Mäm JKM m^. ffoii^ ^ diiri^MNSklAfl^: 
den, und es iet 

AE + EB^BC. 

MMbin |*^urt der Pnniet £ «einer Eülpee an, iveldie die fünbiai « 
äwaiä 'M-tm #reifnpBflbt«tt bat, und hei weldber di^ttaemetw 
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iiietri0€b«n Ort deijenigeo Punkte» weich« 4iKt »•P'^AflMm 
eines fetten Kreise* and ?on einem festen Punkte A inncrhnib 
ai^s ICI^^IsW 'gl^tcbe Entfernung haben. t)ik^£C.) 

Die Ellipse ist eine in sich selbst zurfickkehrende Linie; deon 
auf jedem Radius des Kreises um B lässt sich ein» aber auch 
nnr eii), Punkt bestimmen, welcher der Ellipse angehört Mav 
nennt den Kreis um B den Leitkreis, den festen Punkt A den 
Leitpunkt. Man kann jeden der beiden Brennpunkte sum Leit* 
punkt wihien und den Leitkreis um den andern Brennpunkt be- 
schreiben» der Radius desselben ist gieich der Samme ven awei 
sosämmengebSrlgen Leitstrahlen. 

Lässt man den Leitpunkt in den Mittelpunkt des Leitkreises 
fallen, so e^eht die Ellipse in eiDu Kreislinie über. Der iireis i«t 
eine Ellipse, deren Brenopunkte zusammenfallen. 

Eine Linie, welche zwei Punkte der Ellipse verbindet, heisiil 
eine Sehne, die Mitte derjenigen Linie, welche die beiden Brewir» ' 
punkte verbindet, wird der Mittelpunkt der Ellipse genannt, und 
jede Sehn^ weiche durch d^n Mittelpunkt gebt» ist ein Durchmesser. 

Die grosse und die kleine A\e sind zwei aut einander senk- 
rechte Durcbniesser, vuu denen der erbtere durch die lieideu 
ßrennpnnkte geht , , r 

' ' E^s Verhättaiss derjenigen Stsselesj; welche von den beiden 
Bmnpunktehi iiegrunnt fiifd, sur gresses.icke Jst dib fimntridiüti 

' Die beiden Sehnen, welche durch die Brennpunkte gehen und 
senkrecht auf der grossen Äxe stehen, beissen Parameter. ' ^ 

Ute Endpunkte der grossen Axe (die Scheitel) erhält man» 
Wäon lAan im Leitkreise (Fig. 60.) durch den Leitpunkt A einen 
Durchmesser zieht KL, und die vom Punkte ^4 auf dleken Durchs 
iniesier' 'gebildeten Abschnitte in F und G halbirt Hieraus fel||4 
dbss dte'Aze FCr dem Radius des Leitkreises gteich ist, dusär lsli 
atso mch Mo gröss ist /wie did Stimme veli Atrtf-uusammev^dMli 
Hgen Leitstrihlten AE4^B. ISte wird >on dem Mitldpunkte^ d^ie 
Ellipse B halbirt IKes ist auch mit der klelben der Fall t iM^ 
vMitadelt man ihr^ Endpunkte mit den' beidete Bfennphnkteil« 
eutstdhen zwei cbngruenis'gteidbschenUfgefireieto flber g^ettt^ 
samer Grundlinie. • • i' • -^i« 

Wir bezeichnen die Hälfte der grossen Axe durch a und 
die Hälfte der kleinen Axe durch b. Es sei MN die 
Avsf^.alsdann ist AM^ BM, AM^ BM=^2ai mitbin AM—a, 
DcmiMch erfaiii ittan in de» • lechAwiakligii^ Amnct^ AMM^ 
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DartieUuttff der VeFU>anäUcAmf4 u* iCei^eiscimiUe- etUhaiStmä, 
wonue «icli die Ezcentricititt . t , . 

" l^eAfff Iiis/ liamirt Mail Iii elori' Ellipse cf«il- tön Iswei 
^WilgehSrigen Lcfitefiralilea gebildeteh Winkel, und erricNte^ 
h#*MsABit6t ^ssefben ftüf der'flalbirurigslinie ein Loth, 8o hat 
Aitetf Ldth nur einen Punkt mit der Ellipse gemein und heisst 
eine Tangente der Ellipse (Fig. 61.). • . ■ ' * t i 

Beweis. Es sei CK die Halbirangslioie des WltOctb Jc^. 
CAf seofcrecbt auf CiT. ... .1 

Verlängert man den Leitstrahl BC, so daais die Verlängerung« 
C£ dem an ieru Leitstrahl ÄC gleich wird, $o wird CiH senk- 
recbt durch die Mitte von EA gehen. Angenommen nun, die LiniA 
CM hätte ausser Hern Punkt C noch einen zweiton Punkt, etw^ 
den Punkt X, mit der Dlipse gemein» v^firdeman nach der De- 
iiitttoa der. Ellipse baben: ' '* . ;i 

AX^^XB=.ACi^Cß::^Eß. ' \ 

Mm» M elMT aleo Wir« «oefa--* — ^ - - (i ^^ i 

EX+XB=EB, , , , . 

waa nnmSglich Ist» d»b einem Dieie«^ immer «wei Selteo xu * 
«ainmen grosser sind als dritte. 

Anmerkung. Obwobl noch nicht erwiesen ist, das^ M d^^rcb 
einen Punkt einer Ellipse nur eine Tangente an dieselbe geben 
kann, wollen wir die Gerade CJU schltcbthin* die l^ngeaib.ln C 
nennen» die darauf senkrecbte UUe.Cifr, irelehe den Wiiikel'4Giii 
billig bM dierNoiMie beisaeii» i . 

V I^'e Tanjrcnte und Normale bilden mit den beiden' 

Mistrablen AP ua^^JSC einen barmoniachen BOscbei; • " 



Lehrtaiz, DAs von einem ' Brennpunkt einer Ellipse 

^ W****"*® ^^'^ Fu8spunkt alle- 

l^a! W Pjsripherie ^Ine^ Kreises, welcher die grosse Axe,aum 
*Hmjhme«lfer hat (Fig.60.). ' ' ^ ^ * 

^Beweis. Verlängert man das Letb JÄ Ms 'e«^ tieibi!i>i1ir 

W a*v§hmm^-.if^m^iMeiARdriw^^ dte- Tmahlt JSfts 
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Wtolnil CEA InIMrt «lOlUiir iil jRCs3ii* Noa Iii D 4{t 
Mitte, yon ^C» iST die Mitte von AB; folgUcb bt HD die Ililfte 
▼on d. b. 

Der Kreis» welcher die groene Aze der Ellipse zam Dareb- 
mefeer bet» soll der Axeokreis der Ellipee beissen. 

, Zuiaii. Das durch die Peripherie des Axenkreises von einer 
Tei^ente einer £Hipge abgeechnittene IStucic ivird durch den Be« 
ffilNra^gepeal^t und die gi^eeee Aze barmoniecb getbeilt (Fig. 61.) 

^Beweifl^ FiHt «an von d«n Breanpnnlrtefi A oad B- 

Lothe AM und BN auf die Tangente LC9 ao liegen die Fuss« 

punkte dieser Lothe M und N auf der Peripherie des Axenkreisea. 
Es sei CK die Normale; dann sind LAKB vier harmonische 
Punkte. Nun aber sind die Linien AM und BIS parallel mit KC\ 
f<ilgK<«h a^icb LJUCN eine üeibe too baffmoniaaliae Punkten. 

' {. 100. LehtMaix, Die halbe kleine Axe tat die mltllerr' . 
' ^pertioDiile awiacbeo dee beiden Abaebnitten» wekbe'dnreb eiiiedl^' 
der Brennpankte aef der ipossen Aze gebildet werden« (Fig. 62.) 

Beweia. Die Tangente MN, welche durch den Endpunkt />• 
der kleinen Axe geht, ist der grossen Axe parallel, da die Nor- 
male in die Richtung der kleinei4 Axe föUt. Ist nun B der Mit- 
te^aafct) A und B die Brennpunkte, AM und BN Letbe auf der 
Tangente, ist HD=^AM= BN. Nun aher liegen die Punkte 
M mtd N anf dar Peripberie des Axenkreiaea; iat alae FG die 
e;raaa% A^, ao hat man : 

ÄI^=FAxAG, 

da die Linie AM auf der Axe senkrecht steht. - ^ 

• f. 101. Lehr natu Da» Rechteck aoe je iwel Lothes« weMe 
«m d^ lieide» BreaopeekleD einer Biilpee anf eieelPaageiite flüf* 
•elbea gefUlt aind, iat dem Quadrat der balbefrkieiaeli Aze gIcMr 
(Fig. 60. a.) X 

Bewela. Man verlilnfere die beiden Lothe AM nnd BN^ 
* deren Fusspunkte in der Peripherie des Axenkreises liegen* hia 
file diese Peripherie zum zweiten Mal in P und Q durchschnei-^ 
dee» end 5U1e vom Mittelpunkte H die Lothe HR und US auf 
(fteKelhen. Alsdann ist ^AHR^^BBS, weil Afis^MB,^ 
W. /2J^=W.<$^^al8Wechselwinkeiawi8chen Parallelen und die 
Wlakei A ead .S tecbte aiad. Hieraus RH =s SB; folg- 
li^ «M «t MdeniMHM. JiP.mkIJr« etemiü fjMk, 4ä M 
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AumMtiB Jboiii« C7aiieliy# ' 

der Begründer der neaen^streni^ Analjns, 

itarb am S^tUn Aldi 

a«r MÜedi tatitfsllze Yät Puls. 

Welcher Verlust!! 



. Gescl)iclite der Mathematik und Pbysikt. r 

Geschichte di^ir'Tariationsrechnnng. Erster The!(. 
Von F. Giesel. (Einladunj^sschrift zu der Feier de^ 
Schrüd e rsch en Stifts-Actus im Gymnasium zu Torgau 
am 5. April 1857.) Torgau. 1857. 4^ 

Jfr Mhr. d^leiehen Geleg^iiheitmielrifteil sieh: hftnfig der 
mdl uten , . BeMthttog cntstehett« 'deato mehr halte» wir ea fttr 
ümiiMiiihly die.LMr de« ArcWt»^ namentlieb alte liebbalee 
lialorlMllcv?'Faiaellui0 .aiBf maOa^malMieiil Gebietev auf diese 
todMkl dM:VkU(ialionerech«ang aufineiluaiii m niaehen, welebe 
ia llarin..Ml Jatal irtorlieg^dett aratea Thelle vo» dem FDohleme' 
«ahird^t ArareA^yelNidlwaM^hife dB» Iragraoge'e EsM^nd^nn« 

TkUXXIX,Uft.l* 1 . 



t 



1 iMerariuoäer^BeiiM^^fMH^ 

nouvelle m^thödc poiir determiner les maxima et iiii- 
Dima des formules integri^les indefinies in den Mälan- 
ges de Philosophie et de math^matique de la sociöte 
royale de Turiti jiour las annees 1760 — 1761 reicht Eine 
sehr dankenswerthe Zugabe zu dieser mit iSachkenntniss verfass- 
ten Schrift ist die in den Anmerkungen (S. 31. — S. 45.) ^nthal« 
tehe überaus reichhaltige Literatur. Wir wünschen, dass der Herr 
Verfasser die Fortsetzung seiner Arbeit l^aid ?eroffentlicben müge. 



fr 



Arithmetik. 

Ausgleichung der Beobach tungsfehler nach der 
Methode der kleinsten Quadrat«nmTnen. Mit zahlrei- 
chen A n w e n d u n e n , namentlich a u t e o d ä t i s c h e M e s - 
i|HWg€t}, von Dr. J, l)ien<?er, Prolessor der Mathematil^ 
an der ])oly technischen iSchule zu Karlsruhe. Mit ii^ 
^en Text eingedr|i,ck|^ni^ei^S€bfi^|flrn«, Ji|(jMin8cb weigk 
f ieweg. 1857. 8. . 1 

i * 

\\ Nach EntwickeUing der nothwendii^sten vorbereitenden Sätze 
ÜßB der Wahr.scheiülichkeitsrechnuni; enthält diese nüt grosser 
Deutlichkeit verlauste öcbrift, zuerst eine sehr vollständige Dar- 
stellung der Theorie der AusgleicburiL; der Beobachtungsfehler 
Illach der Methode der kleinsten Quadrats umm^en, und dann eine 
hk"chst lehrreiche SanimlunG^ von ßeispielen, in solcher Mannig^ 
taltigkeit, wie man sie unseres Wissens in keiner anderen ähnli- 
chen Schrift findet, haiiptsSeWicfr in Bezug auf Geodäsie, weh<t 
auch Physik und Astronomie keineswegs leer ausgegangen sind. 
Wir sind überzeugt, dass diese Schrift, eben so wie die beiden 
verdienstlichen Abhandlungen des Herrn Verfassers über densel- 
ben Gegenstand im Archiv. Tbl. XViU. Nr. XIV. und ThI. XIX. 
Mr.^]|UV^,, ,bauptsUchlich: auch der ; vielen^ lebrr^i^sban Anwenduo« 
gen; W^gen,, vielfachen Nutzen stiften^ und. besonder^ auch diizit 
beUrai^en wird, ein richtiges Urtheil über, di^^^vcä^en» iii|ifr|^|l^ 
welcher die in Uede stehende. Metb<tde,.i|ttr angi^nndt •wer^cyqi 
darf nnd angewendet werden sollte, zu vermitteln, worin gewiss 
nooh seht, vielfach ' gefohlt • wird-, da von derselben gegenwärtig 
nnf Goti.welss wds «lies lOr Dinge» 'z. Bi die Wbüfyredaerioir'detf 
Seftaafe! li divgLv 'Anlllenduttf^^genl•eht' wird»- %as'<freiichi*'di» 
giahst» linkerintdis^ des*«igentlbbeniW«seBaiÄesef Methode^i^afri 
rftthi..Wir»tepfehlen daher : allen -IMen-, ^die mtt'^dev HMehnnngf 
^n JBeobäbhtongen 'nnd' Vemnohen sieb besehSftigen<sMK»4f' 
angellgtellicltotv '«flieiiimliei»>4nlUte ^dlar«>Wr lh%to #e tf 

t . A , / / ,1-1 I 
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lUefariicMer Mnicäi €XU/. S 

aQ8^zeicbi^^i|':£|ebrift ¥0llkoii|Bpen f«rtraut;Zil nia(:^eii, um eiae 
deutliche Einsiebt ip das eis^entlicTie Wesen der Metbode der 
[kleinsten Quadratsunimeii zu gewinnen und ihren Unterscbied voa 
den Methoden der Interpolatioo, ^vomit sie leider nur zu hSufig ?er- 
w€cb£ieit wird^ sich recbl klar zu machen, wozu wir ein btsser%m 
Hüir$mimi, ^ v{vi^S«»4ft- ^$J^ift .t^oh^ «u fnt|^ehipa 

Gfiindrifls der Pbyisik Dach Ihrem gegenw^rtlgee 
Standpunkte von ]Pb. SpIlUr. Zweite weeentlfeh ver- 
l^seerte und et wetterte Auflege Mit 250 io den Text 
ge^itnckten, Figuren^ Triest JLUeren aitlet Abthei- 
Lnng des Oesterreiebischee Lloyd«^ ISST*. 8. 

Dieser tirundriss der Physik verschmäht nicht, wie so vielcT 
andere derartige Lehrbucher, eine in zweckniässisje Gränzen ein- 
geschlossene Anwendung der Elementarmathematik» und berück- 
sichtigt überall, wo es am Orte ist» io äherkennungswerther Weisei 
und theilweise mehr als andere ähntiche Schrillen, die Anwendung 
der Lehren der Physik auf das Leben. Aus diesen Gründen, qnd 
auch seiner zweckentsprechenden Vollständigkeit wegen , empfeh- 
len wir des deadich ebgefseete Bach oneern Lesern snr Beecbtoeg« 



der mathematisch-naturwissenschaftlichen Classc der kaiserlich 
österreichischen Akademie der Wissenschaften. ' '■ ■ "^ 

,Sim der:fiblbav8leii liucbm unserer gegenwärügepk 

astronomischen Kenntnisse ist der Mangel irgend um- 
fassender Helligkeilsmessungen voii Jb'i^sterQeii. So sehr 
ver^<dju9i|Btl|cib. die Usberigea JUeistoiygoii^dieserlÄH/ if^ 
sonders von Argelanderj dann von Hcis u. A. sind, 
so können dieselb^en docfa^ da sie lediglich auf Schätzua^ 
geh mit freiem Ange beruhen, nicur als Vorarbeiten be- 
trachtet werden, lange aber eigentlich photometrische 
BestimmiiDgen in grösserer Anzahl fehlen , ist z. B. weder 
äi %0Big genilgeiide ^tertdiiirten 'taöch an genauere B^^ 
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4 IMerarUektr Bericht CXiU, 

obacbtuRg der LicfatrerhäUiisBe von sogemumten Vet* 
änderlichen in denken. Da iian aiidererseils ddrck 

die Arbeiten von Steinheil, J. II erschein Dawes etc. 
der Weg zti solchen Untersuchmigen völlig Mgebttiml 
ttt^ üiidei sich die kaiserlidtie Akademie Tenmlasst, 
folgende Preisfrage auszuschreiben: 

Es sind möglichst zahlreiche und mög- 
Hehal genanei phetdmetrische Beaiim- 
muneen von Fixsternen in solcher An- 
r jj oikjdnung und Ausdehnuag .zu liefern, 
i^ -: daaa der heBtigen Sternkunde dadarcJi 
' "'eifi tr^dentender Fortschritt erwächst 
Diese Preisaufgabe wurde bereits in der feierlichen 
Sitzung, der Akademie anif 30« Mai ]JS54 ausgeschrieben, 
da aber bis zum festgesetzten Termine, deroSl.December 
1856, keine Abhandlung zur Lösung derselben eingelangt 
#hr, in der feierUchen Sitzung am 80. Hail8S7 erneuert 
PreU: DreihündertStuckk.k. österreichische Mfinz- 
ducaten. TiOrmin der Ein&endung: Sl.pecember 1860, 
Die Ertheilung des Preises erfolgtem 30. Mai 1861. 

Die um einen Preis irerbenden Abhandlungen dSrfen den 
Nnmen des Verfassers nielit enthalten, sind aber, wie allgemein 
ablicb, mit einem Wablspracfce au versehenr Jeder Abhandinng 
Inl «in versiegelter, mit den^felben Motfea versehener Zett^ hei* 
suliegen» der den Namen, d^ Verfassers enthalt, in der feier- 
lichen Sitanng am 30. Hai 1861 eröffnet der Vorsitxende den ver^ 
dieg^Hen Zettel Jener Abhandlung, welcher der Preis inerkannt 
werde, ired verhSiidet den Namen des Verfassers, Die übrigen 
Zettel ATerd CD unerOffnet. verbrannt, die Abhandlungen aber auf- 
bewahrt, bis deren Verfasser sie zurQck verlangen. 

Theilunfif eines Preises unter mehrere Bewerber findet nicht Statt. 

Jede gekrönte Preisschrift bleibt Eigenthuni ihres V erfassers. 
Wünscht es derselbe, so wird die Schrift von der Akademie als 
abge£(ondertes Werk in Druck cele^t. In diesem Faile erhält der 
V<?rfasser fiinfztg Exemplare und verzichtet auf das Eigenthumsrecht. 

Abhandlungen, welche der Verofifeiitlichung würdig sind , ohne 
jedoch den Preis erhalten eu haben, küoncn mit Einwilligung dea 



V^^as^er« entweder |o den Schriften der Ak^^^mje.ode^ auj 
abgesonderte Werke heraosgegehen werden* i - • 
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J. 0. H. Ladowieg, Erster Cursus der reinen Mathematik« 
enthält: Die Anfangflgrfinde der Arithmetilc and Algebni. ^ AA 
gr. 8^. Stade und fUniioveir» g^h. jSS8 fiigr. 



R. ßaltzer, Tijeorie und Anwendung der Ueterminanteu. 
hoch 4^ geh. Leipzig. IV, Thir. 

' Mlle« BIftiid'e eUmmtliclie algebraisc^be .Glelchongen dee. 
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< 

K. Honegger, Lettfaden Ufr den geometrisehen Uvterrlohl 
m Milteisehnlen. gr. 8^. geh. Zfirich. % Thlr. 

F. Mann, Das Messen der geometrischen Eigenschaften nebst 
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eätze zu beweisen, gr. 8^. geh. Zfirlch. 8 Ngr. 
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gth. Halle, l Thlr. 




C. Nfibel» Lehrbuch der Trigonometrie. % Anfl. 9^. gei. 
Wesel. 10 Ngr. 

Slecl&ftiillc. « 
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i 
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Astronomieehe Nachriehten. 46. Bd. Neu 1. gr. 4^: ftnilMifig 
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sikalischen und theoretiachen Chemie. (Graham-Otto*8 aus- 
fahrlichee Lehrbuch der Chemie. 3 Aufl. L Bd.) 5— 9. Liel 
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H. Hern 9 Daa Widmen der Eleetrieitit In den Orgaoiaiiien* 
M. Q. 11. Hfi gr. geh. Ilflnehen. k 8 Ngr. 

A. T. Kup fer, Ueber den Einfluss der Wärme auf die elastische 
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hurg und Leipzig, geh. 1% ThIr. 
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auSMÖrtigen Stationen. 2. Tbl.: Nähere Bestimmungen über deo 
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f OarMietium der VerttamU^Aafi t/. ä, A'eg^UcAniUe enlhalUtul. 121 

gleichen Abstand vom Mittelpunkt haben. Nun aber ist iV5 die 
Hälfte von NQ, PR die Hälfte von MP, mithin PR = NS. Au« 
der obeo bewiesenen Coogruenz foigt überdies ÄR^B&\ folglich^ 
ist AP=:iBN.^ ßeluiDiitlich Ut abe» , 



AMxAP=:FAxAG, 
l also infolge des vorigen Paragraphen : , < 

§/102. Ltkr$att, Schneiden sieh eine Tangente einer 
Ellipse und eine Tangente ihres Azenfcreises In der Verlängerung 
der grossen Axe, so steht die Verbindungslinie ihrer Bertthrangs- 

punkte senkrecht auf der grossen Axe. (Fig. 63.) 

Beweis. Man ziehe vom Durchschnittspankt der beiden Tan- 
Junten LC nnd LC eine «weite Tangente an denAxenkreis LD', 
und Terbinde die BerGhrungspiinkte der Kreistangejiten. — Die 
.Strecke ilfJV, welche durch den Azenkrels von def Tangente der 
Ellipse abgeschnitten wbrd« wird vom Taligentendnrchschnitt L und 
Ton der Berfihrnngssebne harmonisch getbeilt» folglich wird die 
Berfihrungssehne CD' durch den B^rührnngspnnkt C der Tan- 
gente LC gehen nach $• 99. Zusats; dieselbe steht aber senk* 
recht auf der grossen Aze, da ja ü In der Verlftnger«ng dieser 
Axe liegt * 

{. 103b lieht saix. Ein vom Punkte C einer Ellipse auf die 
grosse Axe gefälltes Loth soll die der grossen Axe augeordnete 
Ordinate des Punktes C heissen. 

Jede der liro^sen Axe zugeordnete Ordinate verhält sich zur * 
mittlem Proportionale aus den beiden Abschnltteu der grossen Axe 
wie die kleine Axe zur grossen« (Fig. Oo.) 

Beweis. Es Ist ^LMAco^LNBcs>^LCKi mithin ver- 
hSh sich 

LK:LM=CK:AM, 

LKiLN-CKxBN, • 
Setst man beide Proportionen zusammen* so kommt: « 

. ' TK^,LMxL^=rCK^:AMxBN. \ . 
Nun aber ist 



LMxLJS=La\ 
AMxBN^^i 

TkeU XXiX. ^ 
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IIS M$»e»: VonckuU Oer neuem ßjeomeäie, 1möe»*eine eiemettL 

MgHcb bat VMM, lodern die Ordiiiatc CM imth b oz t kba«t : 

« 

Wegen der AehoHcbkell der Dreiecke LKC «od CKB Tdr» 
hilf iicli 

LKiLC-CKiCH; 

folglich erhält man, indem man die Kreisordinate OK durch jf' 
hesekbRet» und fiberlegt» daaa der Radius Off gleich der halben 
ji e e s e ii Axe tat: 

Beaeiebaet ann dia Strecke ÜK diircb ao erhält iaa&: 

WfarA «Iber Fir tech a^ bcaeiehnat. ae keraait: 

5a 

Jiftne iaC die Mlttelpunktsgleichung» dieae die Schaitelgleicbang der 

Ellipse. 

SSusait, 1) Die Ellipse ist mit Ihrem Axenkreiae Ib Affinitäta* 
Alge; die grosse Axe ist Aflnitätsaxe» die Richtung der Affini- 
tätaatrablea aenkreebt darauf, daa Verbältniaa bia iat daa AflbiA* 
tfttBverbSltniaa.. 

* Da alle Kreise einander ähnlich sind, so können eine beliebige 
Ellipse und ein beliebiger Kreis immer als affine Figuren angeae* 
hea werden. 

2) Offenbar eataprleht einer Sekante des Azenkreises wfeder«> 
um eine Sekante der Ellipse and einer Tangente eine Tangente. 
Da es nnn in einem Punkt einer Kreislinie nur eine Tans^euto an 
dieselbe geben kann^ so muss das LuUprechende von der EUipse 
gelten. 

3) Der gemebaame Bllttelpnakt des Kreiaea and der Ellipae 
liegt auf der Affinitätsaxe« mitbin lallen in demaelbea awei eat- 
apieehende Punkte aoaammen* Demnach entspricht atneai parcli^ 
meaaer -dea Azenkreiaea wiederum ein Dnrcbmeaaer der Ellipae. 
in der groaaea Axe foUen awei entapreohende Dnrchmeaaer der 
beiden Figarea. anaamniea. 
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AMe DardimesMr der EIKpse werd#» im Jüttii^^imlil.äalbirft. 

Oenji es sei (^M (Fig.60.) eifl Durrhmesser der Kllipse^ C*.W 
der entsprechende Durchmesser des Axenkreises. Im Mittelpunkt 
ft fallen z^ei «otsptreohende Punkte zusammen, und da in affinen 
Systemen entsprechende Strerken durch entsprechende Punkte 
proportionirt getheilt werdiBa, so reihüU sich 

■ 

4) Je<ler Sehne der EJlipse, H^che auf der groieen senlp» 
»Msht steht» wie der Sehne CD in fHg. 63.^ entspricht etna MJimit 
«ebne OJ^, welche lait liv Iii dieselhe JUcblniig l&yt 

Eine Sehne der Ellipse « welche die kleine Axe senkrecht 
durchschneidet, ist der ÄfGnltätsaxe parallel. Ihr eutspricht 
also eine Kreissehne JüiV, wekhe ebeniails der Affinitätsexe pa« 
rallel ist 

Hieteiie folgt, dM jede der beiden Axen 4ie aaf ib^ Penk« 
r«M:bteii Sehnen bafblrt Bemnaeb wird die EH^im duncb' dle^gro^t^e 
and die Ifteloe Aze in vier congruente Viertel getheilt. 

5) 2ieht meo in einer Ellipse durch die Endpunkte einee Doreb- 
meesere Tangenten» eo sind dieselben parallel. 

Es seien CM und CM' (Fig. 65.) zwei entsprechende Dureh- 
niesser. Zieht man nun in C und Tangenten an deii Aacd- 
kreis, so sind diesellien parallel; folglich müssen auch die entspre- 
chendeu Tangenten der Ulipse in C und M einander parallel seiiv 
da in atünen Systemer» einem Paar Ton Parallelen tvieUernm ftin 
Paar von PanBÜUellinieo ents|)richt. 

6) Die kleine Axe ist die mittlere Propor;(bi»oale was d^r gros- 
sen Axe und dem Parameter. (Fig. 62.) 

« 

. Ii sei der eine JBiennpnnkt der £ilipee„ MN «in Leib anf 
dbijeiiigen I^i^nte, welche dureb de» EnApnabt J} ;der klnkM 
Aze gebt, L der Dnrehecbnittspunkt den Lotbeii BIf iwAt <dv 
Ellipse. 

■ 

Ee verhält sich 

» 

Nun ist BN=^BD^h» BL die Hälfte «les Parameteis 
' Multiplicirt man also sämmtlicbe Glieder der obigen Preportien 
fHit a. «o 'flbiUt .«am 
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ninimt die Scbeitelgieicbang der £llipse die folgende Gestalt an: 

d. h. das Quadrat jeder Ordinate ist kleiner als das Rechteck ans 
dem Parameter mid der zugehurigen, vom Scheitel gerechneten 
Abscisse, und zwar um das Qyadrat einer GrOaei», welche sieh 
an dieser Abscisse ▼erhält > wie die kleine Axe rar grosse». 

{. 104. Erklärung, Eine Sehne und ein Durchmesser der 
Ellipse heissen einander zageordaet, wenn die Sehne den durch 
di« Endpunkte das Dorcbmesaers gehenden Tangenten parallel ist. 

Zusatz. 1) Ist die Sohne CD der Ellipse (Fi«r. 61.a.) dem 
Durchmesser KL zugeordnet, so stellt Im Axenkrei^e derselben 
die entsprechende Sehne OD' auf dem entsprechenden Darcb- 
roesser senkrecht. 

Beweis. Da die Sebne CD der Tangente JTP parallel Ist» 

so ist auch die entsprechende Sehne CD* der entspreebendeo 
Tangente K'P* parallel. Nun aber steht K'P* auf senk- 
recht, also auch OD'. 

Zweien zugeordneten Durchmessern der Ellipse entsprechen 
also sswel auf eloander senkrechte Durchmesser des Axenkreises. 
Jeder von zwei zugeordneten Durchmessern ist den Tangenten 
parallel« welche durch die Endpunkte des andern geben. 

2) Jeder Durchmesser einer Ellipse halbirt sämmtlicbe ihm 
zugeordnete iSehnen. (Fig. 61. a.) 

' Es Sei üf der Durchschnitt der Geraden CD vnd KL, If der 
Durchschnitt von OD' und K'L\ also üf der dem Punkt JTent« 
sprechende Punkt. 

Den Eigenschaften affiner Figuren gemlss verhält sich 

CMiMD=.CM'iMD', 

nun aber ist M' die Mitte tou CD^^ da OD' auf KfL* senkraeht 
steht; folglich Ist auch itf die Mitte von CD. 

Anmerkung. Es seien (Flg.64.) iTC* und HD^^'wmk mif 
sinandsr senkrechte Radis^ dsp AxsnbeiMS sbisr Ellipse. Dana 
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werden die entsprechenden Strecken der Ellipse UC uod HD 
Hälften von zwei /.ugeordiieten Durchmessern. Ferner seien CM 
uod UN zwei auf der irrossen Axe der Ellipse senkrechte Linien, 
▼on denen eine, wie früher gezeigt» durch die andere durch 
ly gebt 

Alsdann hat man, wenn der Winkel CHF durch ip, der Win- 
kel DMG durch bezeichnet wird: 

MC b MC 

*^*=irii=; Äff' 

nun Ist aber wegen der Gongruenz der Dreiecke VMH und WNH 
die Strecke Citf=J7iV uod l>Nz=zUM, also 

taog fp, tang^ = ^* 

Diese Formel kann dasa dieneuj am» wenn 9 gegeben wfi, 
den Winkel ^ zu finden. ^ 

Ist der Winkel affF=iiyHG:s4^, so sind die beiden Drei- 
ecke CMB und D'NH gloichschenklig und MH=Nfff; mitbio • 
ist dann aueb ^e/ir/r^ ^i>lW und 

ünter den verschiedenen ^Paaren von zugeordneten fiurcb* 
messern «ner Ellipse giebt es ein Paar gleiche. 

§. 105. Le hrsfid. Die Summe der Quadrate je zweier su- 
geord neter Durchmesser einer Ellipse ist eine eonstante GrOsse 
(Fig. 64.). 

Beweis. £s werde Cü durch Og, DB durch ^ beselcbnet; 
denn ist: 
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BuÄ aber Ut wegen derConfrnMZ der Dceieek« iUi/C' aud dStiiJ' 

« 

fener bat man i/Ca: - . ilf NDzs^ . folglich: 

• ' " ' 5* 

{. 106. Er k Id r u ng. Die Hälfte einer Sehne, welche eioem 
Durchmesser einer Ellipse zugeordnet iat, neant man eioe dem 
Durcbiuejfaer zugeordaete Ordtuate, 

In Fig. 65. atellen Off und Dj^T swel zugeordnete DorchmeMer 
vor, Wfiblt man oan' In dem eint« derselben einen Punkt; etwa 
In CM den Punkt AT, und zieht von K au«« eine Parallele Kh an 
iMh ändern Durchmesser DN bis auf Ellipse» ae iat Kh eiae dem 

Durchmesser CM zugeordnete Ordinate. , 

§. 107. Lehrsatu Jede einem Onrebmeaaer angeordnete 
^Mlnate in einer Eliipae ▼erbÜC aicfa änt mittlem Proportionale 
aas den beiden Abechnitten dee Dnrcbmeeaers, wie der Ihr pa- 
rallele Dnrehmeeeer isn dem augeordneten. (Flg. 65.) 

Beweis. Man suchB die den Punkten 6^,/>, Ä',Z>, u.s. vr. ent- 
sprechenden Punkte des Axeukreises, und construire sodano einen 
andern Kreis (Fig. 65. a.)> dessen Durchmesser dem Durchmesser 
CM der Ellipse gleich ist. Insofern nun dieser zweite Kreis den» 
Axenkreiee ähnlich iat« werden den Punkten O, D\ K\ L'... gewisse , 
Punkte Ct d , ky eutspvecfaen *. niid dabei wird dieser Kreta 
a«gleicb der EUipae affin nein. 

In affinen Systemen verhalten sich nach §. 38. zwei parallele 
Strecken des einen, wie die entsprechenden Strecken deä andern: 

Mun aber ist hd^hc^HC^ für's Zweite verhält sich 

CK\ Cüf : cm ; 

folglich ist, wegen der Gleichung CM^^em, auch CK^=^ wmA 
KMssskm, und man bat: 

Bezeichnet man die Ordlnaten KL und kl dnreh y und y\ 
den halben Durchmesser CN dureb 0|, den halben Durchmesser 
DH durch ^, «o folgt aus dea Gtelehnngen 
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DmrUiUung der Verwan(tt$clut/t u, d, KegeltcknitU irUhaUfaä» MKl 
die Gleichnog: 

wo jetzt unter x die strecke KU uod unter die Streck* CiL 
zu verstehen u»t 

{• 106. Zut atz* Jeder Ciehf, welcber mit einer Elllpse einen 
Durclinieseer gemein bat, bt mit derselben in AffinitStalage. 

Beweie. £s seien CM und i!>iV<(Fig. 06.) iwei sageordneto 
Durchmesser einer Ellipse, KL eine dem Darebmeeeer CM «ge- 
ordnete Ordinate. Um CM als Durchmesser werde ein Kreis 
construirt, und 4n demselben die Ordinate Kh* und der Radiae 
UJy senkrecht auf CM gesogen. Alsdann ▼erhält sieb 

mitliln Ist ^KLVco^HDI>. Da sna swei Paare ihrer Seites 
parallel laufen, so Ist auch hl/^DD^» nnd wenn P und Q die 
Durchnittspunkte dieser Geraden mit der Geraden QM siad, so 
verhält sich 

KQx UP^LQ : DP^ i'Q iD'P. 

fi. 109. Lthnatz. In jedem Dreioek Ist das Reobtsdk an« 

der Summe uad der Differenz zweier Seiten gleich dem Recliteek 
aue der Summe und der Differenz ihrer Projeciiouen. (Fig. C7.) 

Bswfis. Man bat: 

■ 

folglich, wenn sum snhtralbirta 
oder 

+ BC){AC'-BC) = (AD^£lD)iAD-ßD). 

f liß. Gs werde (Fig. 07.) der ^«ssere veiis«i«i ü»miiies- 
gihilKlgMi |«eitstiiihleii einer £Uipse AC durch r^, det AclehMi« 
UC 4wcb rt bfaeiclMiet. Alsdann bat mwi wegso dei CMabnsg 

r|-^ras=2ss 
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Wird nuD HD dorcb x besMchnel, so tat niMi» wofern D in der 

Verlängerung von AB liegt: 

AD=zx'-AH^x^M u^-b^. 
Hieraus folgt in Verbindang mit der obigen Gfoichung t 

Verbindet man diese Gleicbung mit 
so kommt: 



r«Ä • 

Z« ^denselben Aesdrdei^en gelaDgjl man, wenn D swfoelieii A 
und liegen sollte* 

{. III. Lehrsaiu Zieht man in dner I Ellipse dnrch die 
Endpunkte sweier zugeordneter Durebmesser Tangenten» so das« 

ein der Ellipse umbeschriebenes Parallelogramm KLMN entsteht 
(Fig. 68.), so hat dieses Paiallelograuiui einen euiistuiiten Inhalt. 

Beweis. Es sei Mfl/M'ü' (Fig.66t.a.) das entspreebende, dem 
Azenkrelse nmbeschriebene Viereek» welebes hier der Dentlieh- 
keit wegen getrennt geseiebnet ist 

Es verhält sieb 

Viereck £i&AfiV: Viereck JPL'lT'iVssA:«; 

es ist aber K'VM'N' ein Quadrat and der FUchenlnbalt dessel- 
»beo 4a*» also ist: 

V iereck KLMN-iab, 

f. 113. Zueatt. Verbindet man in einer Ellipse' die End- 
^mkte Ton zwei zugeordneten Durchmessern durch Sehnen« so 
ist der Inhalt des entstandenen einbeschriebenen Parallelogramms 

j. 113. Dor SaU, dass In zwei affinen Figuren das Verhält- 
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niss entsprecheiKler Fläche n dem Affinitätsverhältniss gleicli stji, 
gilt üäeiibar nicht bloss von geradlinigen Figuren» suudero aucb 
von solchen, welche tiielhveise oder ganz von Kurven umschlossen 
werden, üm sich davon zu überzeugen , darf man nur in beide 
Kiifven entsprechende Vielecke beschreiben. Denkt man sich die 
ISeiten derselben immer kleiner und kleiner, so nähern sich die 
Uiulaoge der beiden Figuren ohne Endo den Kurven, welcher sie 
einbeschrieben sind. Da nun das Verhäitniss von je zwei ent- 
gprechenden Vielecken dasscilbe bleibt, so bcrecbtia;t dies zudem 
Schlüsse, dass dasselbe anch mit denjenigen Flächen der Fall sei, 
denen sie sich als ihren Grenzen nähern. 

Fasst man (Fig. 66.) den von der Abscisse CK, der Ordinate 
KL und dem elliptischen Bogen CL umgrenxten Flächenranm iii*s 
Auge» so verhält sich also- 

Fläche CÄX: Fläche CA:L=:Z>/^: />'/>. 
Fftllt man tod D das Lotb DR auf CM, so Ist 

indem man den Winkel DHM , welchen die beiden zugeordneten 
Durchmesser bilden, durch # bezeichnet. Demnach hat man 

' Fläche CKL^ t iäclje (ji^jj^ 

Wäre CM die grosse Aze der Ellipse, so ginge das .YerhSit- 
niss DPxD'P in das VerbSltniss bia fiber. 

Bedeutet F die Fläche der gansea Ellipse, P diejenige ihres 
Axeninreises, so ist 

Hieraus erhält man wegen der Gleichung P = a% für die 
Fläche der Ellipse den Ausdruck: 



Won der Hyperbel. 

{. Iii. Erklärung. Der geometrische Ort derjenigen 
Pnnlcte, deren Entfernungen Ton awei gegebenen festen Punkten 
A und B eine constant» Differens haben, heiant fibe UypbrbeL 



Diaii 



m 

liW beiden Pnokte A und B hfiMeB brenopunkte der Hyperbel 
n. s. fv. wie bei der Ellipse. 

£8 sei um A (JFig.69.) eiiiKreU beschrieben nnd B eiu Ponkt 
auMerhalb de«ielbtii* Zieht man nun diieii Ourehvesser CD und 
ecfiebtet «od»nn In deo Halbirungepenkten der Strecken BC midi 
BD In B und F Lothe» bis eie die Ricbtong de« Dnrehmeeeer» 
CD in G und H darchschneiden» so hat man: 

AG—BG=LBH^AVi=Aa 

Demnach sind G und H Funkte einer Hyperbel, welche dio 
Punkte A und JH zu Brennpunkten hat, und bei welcher die Dif- 
ferenz swischeo zwei zusammengehörigen Leitstrablen gleich AC 
ist. Die Hyperbel lä^st sich daher auch definiren als geometri- 
scher Ort derjenigen Punkte, welche von der Peripherie eine» 
festen Kreises und einem ausserhalb dieses Kreises liegeu- 
den festen Punkte gleiche Entfernung haben. 

Man wird dieselbe Hyperbel erbalteny «renn man den LeHbreis 
mit nnTerftodertem Radiue nm B beschreibt und den Punkt A 
warn Ldtpunkt wählt Zieht man im Ldtkrelee den Dnrehmesser 
Kh, 4er Ferlängerl dnrcb B gebt, so sind die Ualhirungspunkte 

der Strecken BM, und BL (ilf und iV) die Scheitel der Hyperhei. 
Ihre Verbindungslinie heisst die reelle Axe. Dieselbe i^t dem 
Radius des Leitkreises gleich, ihre Endpunkte liegen zwischen 
den Brennpunkten und haben gleiche Entfernungen von denselben. 

f. h^httmis^ Eine Linie, welche den lenket zwischen 
xwei zusammenhorigen Leitstrablen einer Hyperbel balbirt« batnuF 
einen Punkt mit der Hyperbel gemein« und heisst eine Tangente 
derselben. Eine Im Berfihrung&*punkt auf einer Tangente senk- 
rechte Linie heisst Normale. 

, Es seien AC und BC (Flg. 70.) zwei snsammengehurige Leit- 
«trahlen. Man trage den kleinern BC von C aus auf den andern 
ab, wo er bis D reichen mag, verbinde B mit D und darauf den 
Halbimngspunkt M der Strecke BD mit C. Alsdann halbirt MC 
den Winkel ACB* Gäbe es nun auf der Geraden CM ausser C 
noch einen aweiten der Hyperbel augeborigeh Punkt » etwa den 
Punkt IT, so hStte man 

AX-^BXz=:AD. 
Da aber DX^ BX int, se hätte man 

AX^DX^AD, 

wm a«ii^8lifllb ini 
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J. 116. Zusatz. Die Strecke zwischen dmt Brermpunkten 
einer Hyperbel wird von jeder Taugeute und der dazu gehörigen 
Normale (in K und L) barmonUch getheilt. , 

'Der DiinA8(!hfiittB|Niiikt IS. der Tangente und äxe liegt flbri« 
gens* vrie leiebt .eiosoMheD, immer demjenigen * Brettnponkt am 
Bichsten» von welcbem der kleUiei« iieitolnm ausliaft. 

§. 117« Lehrsatx* Pftllt man tren den Brennpvekteii einer 
Hyperbel Lotbe auf eine Tangente» ao Hegen die Fnsspunkte die- 
per Lotbe allemal auf der Peripherie eines Krelaea, welcbw die 

reelle Axe zum Durchmesser bat. 

In der That, verbindet man in Flg. 69. den Ufittelpanitt P der 
Hyperbel mit dem Punkt />, so ist 

{.lia ZutatT. Eine Sebne des Axenkveise« (F'ig ^O^« 
welcbe augleicb Tangente der Hyperbel ist, wird auch hier, wie 
In der Ellipse» von der 4x» und Ihrem Berabrnngspunkt (in Kvod 
C) harmonisch getheilt 

Hieraus folgt, dass die zum Punkte C der Hyperbel gehörige 
Ordinate die Polare des Punktes K ist, in Yvelchem die durch C 
gehende Tangente der H]rperbel die Axe schneidet 

Demnach fallen die Fusspimkte sämratlicher Ordinalen, hciio 
der Tom Brennpunkt B ausgehende ^Strahl der kürzere !st, mit 
dem Punkte B auf dieselbe Seite des AxenkTeiseP, tvh'firend für 
diejenigen Punkte, vto der von A ausgehende Strahl der kürzere 
ifit, die Ordioateu auf die entgegengesetzte Seite fallen. DieHy* 
perhel besteht also aus zwei von eioander geUennlen ^weigeiis 
fon denen jsder zwm aneiidli<iba Arme bat 

Jede Gerade, welche durch den Mittelpunkt einer Hyperbel 
geht, heisst ein Durchmesser. Ein Durchm^&öer, welcher die Hy- 
perbel schneidet, heisst ein reeller, jeder andere ein imaginärer 
Durchmesser. Derjenige imaginäre Durchmesser, welcher senk- 
recht auf der reellen Axe steht, wird die iniagioSre Axe gebannt. 

« " ■ • 

■ 4 

< Di» lomginim Axe ist an sieb «wbegrenit; nm ihr aber df« 
Analogie wegsn bestimmte I4nge an geben» aieht am von 
dkism der Bcenepankt« «ine Tangente «n d«ii A^mhieis «nd 
sieht die Strecke BS als die LSnge der halben imaginären Axe 
m OtaBdMbe nM muk hier «duieh 4 benMiMi» mMbmtA m die 
Wie teelf« Am | i w< i U< l> 
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' In Fig. 70. zeigt «ich sogleidi ' 

6^=:BGxBF, 

was einer irtiber erwähnten ü^igenncbart .det filUpM eiiteiwidit 
Üeberdiee bftt mm 

iMe BseentricMt der Hyperbel ist 

— — — • 

Sind ri und r» 2wei susammengebllrige Leitetrablen, so Ut 

wo R den Fusspunkt der zu C gebörigen Ordinate bezeicboet* 
Hieraus leitet man leicht ab: 

M 

n= 5 . 

S* 11^* Lehrsatz, Das Product der von den beiden Brenn* 
punkten einer Hyperbel auf cirie Hy|jorbeitan!:,^er)te gefällten Lothe 
ist allemal dem Quadrat der lialbeu imaginären Axe gleich. (Fig. 70.) 

' Beweis. Die Fusspunl^te der beiden Lethe AN ond BM 
liegen avf der Peripherie des Azenkrelses* Durchsehneldet nun 
das Leth AN den Kreis sum aweiten filai in P, so Ifisst sieb 
leicht, wie bei der £llipse« beweisen, dass die Strecke AP dem 
Loth BM gleich Ist. Nun aber hat man: 

APx:AN=AFx:AG=li^. 

\ 

Anmerkung» Zieht man in Fig. 70. vom Fusspunkt Ä der 

OrdinUte CR eine Tan^ieiito an den Axenkreis, und fällt vom Be- 
rührungspunkt ein Loth auf die Axe , so wird der Fusspunkt 
dieses Lothes »in den Punkt K fallen, in welchem die Axe von 
der durch den Punkt C gehenden Hyperbeltangeiite ^escbnitteo 
wird. Denn, wie oben gezeigt, ist CR die Polare des Punktes K» 

$. 1201 Lehreatt, In der Hyperbel verhSlt sich jede dflf 
reellen Axe zugeordnete Ordinate CR (Fig. 70.) snr mittlem f»^ 
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portionale aus den AbscttiitteR ^er Axe, wie die iinagmire Axe 
xnr reeilen. 

m I 

Beweis« Bs verhält sieb 
also: 

ANxBM: = MKx Mi : FW, 

oder 

wegen der Gleicheng 

Zieht man im Azeokreise den Radius HT, so entstehen zwei 
ähnliche Dreiecke KTR und KTU, also verhält sich 

Hieraus folgt 

die Tangente RT aher Ist die mittlere Prepordonale ans den bei- 
den Absehnitten 612 und FA. 

Bezeichnet mau die Entfernung HR durch or» so wird: 
oUhin erhält man: 

■ * • 

Wird dagegen unter a;| die Strecke GR T.efstaiide», ae ge- 
langt man zu der Gleichung 

kl ftasa, so hat om» die gleiiAseitige Hyperbel. Bei dieser 
^ die Tem Brennpvinlct an des teitkreis gezogene Tangente BS 
9ig*70.) dem Rtdins desselben gleich; demnach iBt^Sß/J—i6^, 
l>ie Q l e M iHftg ii i > der gleichseitigen Hyperbel sind : • • 
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* 

Die Ordinate CR ist also hier die mittlere Proportionale aof 
den beiden Abschnitten der Axe. 

Uebrigens beweisen die Gleit himgeil 1) und 2), was auch 
8ch(m an »ich einleuchtend ist, dann die Hyperbel durch die Axe 
in zviei congrueote Tbeile getbeilt wird. 

$. 121. Zug atz» Eine im Brennpunkt einer «Hyperbel er- - 

richtete Ordinate ist auch hier der halbe Parameter Man, 
hat wie bei der Ellipse: 

* 

139. Zuf^U. Die ungleiehselttge Hyperbel ref Uli sich 
zur gleichseitigen, wie die Ellipse Euro Kreise. Jene iet «Henet 

in Aflßnitätslage mit derjenigen gleichseitigen Hyperbel» welche 
die reelle Axe mit ihr gemein bat. Diese Axe ist zugleich A(B- 
nitätsnxe, die Richtung der Affinitätsstrahien senkrecht darauC 
das Affinitätsverbältuiss = ö:u, 

{• 123. Le krsa ix» Jede gleichseitige Hyperbel Ist mit ihrem 
Axenkrels« In Cenfermitttslnge. Als Gentrum ktmft man Jede» 
ihrer beiden Seheitel ansehen, die GehfemiititiMaie gelil dtffch den 
andern Scheitel nnd steht senkrecht auf det reellen Axe. (Fig*?!«) 

Bevveif«. Es seien F und G die Scheitel der gleichseitigen 
Hyperbel, die Gerade XY sei durch G senkrecht auf FG geso- 
gen, CD sei die zu C gehörige Ordieate. Verbindet man des 
Punkt C der Hyperbel mit F, so wird FC die Gerade XT etwa 
in E, den Axenkreis in O treffen. Nun verhält sieh gsmlss d^ 
EigentbOmlichkeit der gleichseitigen Hyperbel 

FDiDC=:zDCiGD; 

mMfclit ist wegMi lies f^meittsamen teehten Iflnlfcids 

■ 4 4 

* \ ' 

^GCDcsii^FCD, 
Z^CGD—^ICD. 
Verbipdet man noch C ma£^a» m% ^OGjs^R» Xelglleh 

^FGO-jLFCDiizJLCÜI}. ' _ 
Da iipii ÄY senbeeht md FG «UM, m fet 4; dwChMüM ' 
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eines barmottiedieB fii«th«ls, und tm Ist FCEC «iii« barmoniaeha , 

Nimmt man auf ^em andern Zweige der Hyperbel den Punkt 
K m\t der Ordinate KL, so ist 

Nun aber ist auch A'XArFcv:A/'Ä Cr\ Z.FGK'^Z.LKF=^KGL; ' 
Wglich ist der Punkt M, in welchem der Strahl Fh die Gerade » 
ä¥ acfaneidet» 4er vierte barmooi«cbe Vwakt zn KFK\ 

{. 1^. SSusaU* l>ie gemeinsame €!egen*axe der gleicbeei- 
tigen Hyperbel und ihres Axenkreises fällt mit der imaginären 

Axe der erstem zusammen. 

§» 125. Folgerungen. 

1) Einer Sehne des Axenkrei^jes wie C'Fj\ (Fig. 72.), deren 
Endpunkte aut versehiedenen Seiten der G< genaxe UV liegen, 
entspricht eioe Hyperbelsehne CE, deren Endpunkte auf verschie- 
denen Zweigen der Hyperbel liegen, und die wir eine innere Sehne 
nennen. Der Kreissehne ÜD', welche die Gegenaxe nicht schnei- 
det» entspricht eine äussere Sebne CD, deren Endpunkte anf dem* 
«eilten Hyperbelaste liegen. 

2) Dem Kreisdurchmcssor FG entspricht die Hyperbelaxe FG, 
da F und G zwei gemeiusanie Punkte beider Systeme sind. 

« 

Einer J^wehne OD'i^m.T^)» welebe der AzeFC? parallel 
Mitspricht ein reeller Dorcfaroeseer der Hyperbel CD, Denn da die 
ÜMimhiie OD* md der Krelndnrciimesser FG parallel «fnd> so 
werden sich die entspreehenden Geraden im System der Hyperbel 
FG Jtnd CD auf der Gegenaxe, also im Mittelpunkt H schnei- 
den. (Fig. 73.) 

Wird die Gerade K'L\ welche keinen Punkt mit der Kreia- 
linie gemeio bat, auf das System des Kreises bezogen, so bat die 
ihr im System d«r Hyperbel entsprechende Gerade KL ebenfalls 
keinen Punkt mit der Hyperbel gemein. Lftnft M*L* der reeflen 
Aze FG parallel» ao entspricht ihr ein unaginirer ümehmesser 
<ler Bypeiliel. 

3) Einer Kreistangente entspricht eine Hypertietfangente. Die 
Conformit&tsaze ist einegemeinBameTMigente der beiden Systeme. 

Den MdMitKMdfliaegenten» defM BnÜniTigepimkie M der ' 



* 
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1^ Etseu: \or schule der neuern Oeamefrie , imöe», eine element, 

I 

Gegenaxe liegen, entepreeheu zwei Durchmesser der Hyperbel ' 
MN vir\(\ PQ (Fig. 74.), welche die Grenze zwischen den reellen 
lind iraaijinären Durchmessern bilden. Dieselben haben keinen ! 
Punkt mit der Hyperbel gemein: denn da die Berührungspunkte 
der Kreistangenteo A und B auf der Gegenaxe liegen, so fallen 
die ihnen entsprechenden Punktein unendliche Entfernung. Diese 
beiden Durchmesser der Hyperbel heissen die Asymptoten der 
Hyperbel und werden als Tangenten angesehen, deren Berübruogs- 
puokte im ünendliGbeo liegen. 

4) Es sei OD' (Fig. 75.) eine der Axe FG parallele Schoe des 

Axenkreises, A ihr Pol. Wird durch Keine 

Parallele J'Ii' mit FC 

gezoir* II, so heisst der Hyperbeldnrchinesser JL, welcher der Ge- 
raden eijtspricht. dem Durchmes^ser CD zugeordnet. Da sich die 
Gerade J'L' und die beiden Tatiiieuteu in C und auf derGe- . 
genaxe schneiden, so ist JL den Tangenten in C und D parallel. 

5) Zieht man Ton K aus eine gerade Linie dui^ den Kreis, 
die denselben etwa in ilf und N' durchschneidet» so entspricbt 
der Sehne M*N' in der Hyperbel eine dem Durchmesser JL 
r^lele and dem Durchmesser CD augeordnete Sehne. 

• Der Pol von J'L' ist der Halbirungspunkt B der Sehne CI>' 
£iner durch den Punkt B gezogenen Kreissehne wflrde eine den 
Durchmesser JL zugeordnete Hyperbelsehne entsprechen. 

J. 126. Zusatz. Insofern man eine gleichseitige und eine 
ungleichseitige Hyperbel als affine Systeme auf einander bezieht, 
entspricht einer Sehne wiederum eine Sehne, einem Durchmesser 
ein Durchmesser, einer Tangente eine Tangente n.s.^« 

127. Lehrsatz. Jeder Durchmesser einer Hyperbel bal* 
birt die ihm angeordneten Sehnen* 

Beweis. Da K der Pol von VD' ist, so sind, wofern ö'der 
Durchschnitt d( r Geraden M\N' und €'!> ist, die vier Punkte K, 
M', Q*, JN' harntonisch. Sucht man in der H> [lerbel (Fig. 75.a.), 
die der Deutlichkeit wegen getrennt gezeichnet ist, die entspre- 
chenden Punkte, so wird der Punkt Q in der Mitte von M und 
iV liegen, da der Punkt K in Fig. 75. auf der Gegenaxe liegt. 

' f. 128* LehT9Qi%. Durchschneidet man eine Hyperbel und 
xugleich Ihre Asymptoten (Fig. 75. a.) durch eine Gerade mStNfh 
so sind die Sticke müf lind Nn, welche swischen den Schenkelii 

Api Hyperbel und den Asymptoten liegen, allemal gleich. 

Be w e is. In Flg. 75. sind K,4a^B vier harmonisobe Puakle* 

« 
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BOD aller die Genden Amf^ Oiy und Bn* parallel sind» eo 
flind aaeb K, m% Q', n''yiet hamioDische Ponkte; Mithin let 
(Fig. 7t(, a.) der Paakt Q ancb die Mitte tod mn and demoach 
iajrs=i¥if. 

§. ]2d. Lehrsatz, Je zwei zugeordnete Dorcbmesser einer 
Hyperbel bilden mit den beiden Aeympioten eineo barmoniechen 
BQscbel. (Flg. 76.) 

Beweis. Es ist auch hier nur nüthig, den Beweis für die 
gleichseitige Hyperbel zu führen, da derselbe der gegenseitigen 
Affinität wegen jsicb sogleich auf die ungleichseitige ausdehnt. 

Es seien L, M, E, N die Pankte, in denen die Confonnitftts* 
axe von den beiden zugeordneten Üttrcbmessern und den beiden 
Asymptoten getroffen wird. 

Die den genannten Linien im Systeme des Axenkreises ent- 
sprechenden Geraden geben ebenfalls bezüglich durch L, 3f, E, N 
und schneiden die Gegenaxe in vier harmonischen Punkten K, 
R, ß. Dabei sind aber diese Geraden sämmtlicb einander paral- 
lel ; also sind ancb L, E, N vier harmonische Paokte nnd folg* 
lleb die Geraden BL, BM, BE^ BN vier Harmonikaien. 

Zusatz. In der gleichseitigen Hyperbel stehen die beiden 
Asymptoten NM und II IV senkrecht auf einander; also wird der 
Winkel LHE, den die beiden zuL^eordnoten Durehmesser mit ein- 
ander bilden» von der Asymptote UM baibirt 

Da übrigens der Winkel MBG ^ 4^^ ist, so sind die beiden 
Winkel LEG und EHG Complemente von einander. 

Zwei beliebige reelle Dnrebneeser einer gleiebseitigen Hy- 
perbel BA nnd BA* (Fig. 77.) bilden daber denselben Winkel mit 
einander, wie die ibnen angeordneten imaginSren Dnrcbmesaet 
BB irod SB\' 

Denn zieht man die Asymptote IJJU, so ist der Winkel 
MBA^Vf. MBB and W. JtfifJ = W. MBB\ 

§. 130. Er klär im g. Dasjenige Stück einer Hyperbeltan- 
gente, welches zwischen den beiden Asymptoten liegt, heisst eine 
Substitute, ueil diese Strecke in Bezug auf den durch ihren Be- 
rührungspunkt gehenden Durchmesser dieselbe KoUe spielt, wie 
der angeordnete Durchmesser in der £llipse, 

§. 131. Lchrxati. Jede Substitute ST einer Hyperbel 
(Ftg* 75. a.) wild durch den Berührungspunkt D balhirt. 



w 

* 

ßeweU. bt MH eine dem DwrebmeMr ilO sof^Mtdiiile 
Sffbna» f» QDd n ihn» DnrclMciiiiittspiinkte mit den AsyrnftoUrn, 
«o mt der Punkt In welchem BD und üfJV^ elonnder schnei- 
den, die Mitte von um. Nun aber ist MN parallel mit 8T, folg- 
lich ist auch D die Mitte von ST. 

Bemerkung. Die U3^erbel wird nicht nur durch die reelle, 
sondern auch durch die iniaginftre Axe in zwei congrnente Tbeilt 
getheilt 

Denn der Punkt C (Fig. 77. a.) einer Hyperbel as, weMw 
die Punkte A und B zu Brennpunkten hat, so wird man Ober 

AB noch drei mit ABC coogniente Dreiecke construiren können, 
ABcy ABC'y ABc'. Die Punkte C ,c', c' genügen dann aber eben- 
falls der Bedingung 

AC'-SC^U n.s.f. 

Die imaginäre Aic JL geht aber senkrecht durch die Mitten 
von Cc und C'c', also hat man zwei congruente Systeme in 
nitätslage, deren Aiiiiiiiätsaxe JL ist. Ebenso ist auch AB eint 
Afüoitätsaxe. Verbindet man C mit &, und c mit C, so gehen 
beide Verbindungslinien durch den Mittelpunkt H der Hyperbel 
und balbireri einander. Insofern man nun C und c', sowie andrer- 
seits C uriil r-, als entsprechend ansiebt« bat man zwei congruente 
Systeme in Aebolichkeitslage., 

Aus dieser symmetrischen Gestalt der Hyperbel folgt mm 
auch« dass jeder Durchmesser derselben Im Mittelpunkt halhirt wkd. 

{. 132. Lehrsatz. 1) In der gleichseitigen Hyperbel ist die 
Substitute allemal dem zugeordneten Durchmesser gleich. 

ßeweis. In Fig. 75. a. lässt sich um das rechtvrinklige Drei* 
eck SHT von D aus ein Kreis beschreiben, also ist 

HDz=iDS=:iDT, und CD:;=^ST. , . 

2) In jefler Ilyjierbel ist die zur reellen Axc gehörige Sub" 
stitute das Doppelte der Tangente, welche vom Brennpnnkt aus 
an den Axenkreis geht und in §. 118. als Stellvertreterin einer 
zweiten Haibaze benutzt wurde. 

Beweis. FOr die gleichseitige Hyperbel Ist der Säts sehe» 
bewiesen. 

Construirt man nun über derselben Axe noch eine uogleicb* 
soitige Hyperbel, so sind die beiden Substituten, welche durch 
einen gemeinsamen Scheitel gehen , entsprechende Strecken in 
affinen Figuren und finllen überdies in die Kichtung eines Aflial* 



IltBstrabla. Dränacb w«til«i sie Mk m «fBindar ^Mk Afliiil** 
tttorerbSItDiss gemSM« d« b. wie bia^ yerbalteo. Da nim die 
Sülwtitote der gleichseitigeD Hyperbel gleicb 2a Ut, so wird die- 
jenige der vngieiebeeitigen gleicb 26 sein, 

{. 133. Lehnatz» In der ungleichseitigen Hyperbel ist cfie 
Differenz zwischen dem Quadrat eiues Dorchmessers und dem 
Qaadrat der segeordoeteD Suiistitute eine eenstente GrOsse. (Fig. 78.) 

Beweis. Es sei HC die ll.iHte eines Durehmessers, CD' 
die Hälfte der zugeordneten Substitute in einer gleichseitigen Hy- 
perbel, also HC'=:CD'. Fällt mau nun die Lothe CK und 
lyL auf die Axe und zieht CM' parallel mit HK, HJ' parallel 
mit CD', so ist zunächst W. D'CM'z^zM^, J'HK. Nrni aber 
sind JiJ' und HC Richtungen zui^eordneter Durchmesser, raithlD 
nach §. 129. Zusatz, der Winkel J'HK das Compiement von CHK^ 
woraus hervorgeht: 

w, lyc'MsLzV^. j'skt=w, bcr\ 

me beiden reebt#lttkligen Oreleeke D'CM und CUK Sind alee 
oongment: 

Dabei bat man wegen der Gleichung 
' « ^ssj^ — a^ oder ^ = o*: 

Gonstroirt man nnn Qber derselben Axe eise «sgleiebseliige Hy- 
perbel, so fallen die den Punkten C und D' entsprechen i1 od 
Penkte C und D bezfiglich in CK und D'K. Zieht man CM 
pifAllel mlt^ C'JIP, so siDdi>Jlf und /Kilf entspeehende Strecke» 
attf einem Afibltftfsstrahl» also verbilt sich 

3) J>M:D'M' =:b:a, 

Nis ist 



HC* = MK* + ÄC«= BK:^ + ^ . ÄC«. 

Sabtnhltt man^ se Jiemmft 

10* 
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140 M$$0n: V§rukäi§dirneuimit§miiirU,imäe9,Htueiem0ii, 

Hie^iw Ipigt b Betiwsbt dei Gteicbaog«!! 1) and 2): . 

* 

Zusatz. Bezeichnet man den Winkel CHK durch 9}, den 
Winkel DCM durch 1/;, so ist 

DM b D'M 

Multiplicirt man beide Gleichungen mit einander, so erbilt M 
wegen der GleicbuDgen 1) uud 2): 

^' 

tangy.tang^ = ^. 

Diese Gleichung stimmt ganz mit derjenigen überein, welche wir 
bei der Ellipse erhielten. Dort waren aber die Winkel <p und i|; 
nach entgegengesetzteo Seiten bin geüffnet und nicht wie hier 
nach derselben Seite. 

§. 134. Lehr $ atz. Der spitze Winkel, den eine änateit 
Sehne in einer glefcliseltigen Hyperbel mit einer . Tangente am 
Berührungspunkte bildet, Ist so gross, wie derjenige Peripherie* 

wirjkcl, welcher über der Sehne steht und dessen einer Schenkel 
ein Durchmesser ist. (Fig. 79.) 

Beweis. Es sei. Cl> sin Durchmesser einer gletehseitigeo 
Hyperbel, CE eine innere ^ehne, also der Winkel DCE gletdi* 
•am ein Peripherlewinkel. 

Wird nun durch D eine Tangente gezogen und der Mittel- 
punkt H mit der Mitte der Sehne DE durch die Linie HK ver- 
bunden, so giebt die Tangente 1)1^ die Richtung desjenigen ima- 
ginären Durchmessers an, welcher dem Durchmesser CD zugeordnet 
ist, die Sehne CE aber ist parallel demjenigen imaginären Durch- 
messer, dessen sngeordneter reeller Durchmesser in HK fallt. 
Nun bilden swel reelle Durchmesser allemal denselben Winkel» 
wie die ihnen' sngeordneten imaginüren ; folglich ist 

"W. FDE=:yf. EBD. 

Da aber die Linie //K im Dreieck CDE die Mitten zweier Sei- 
ten verbindet, so ist sie der dritten Seite .C£.pafaUei andidemnsdi 

W. DCEssVf. DHKssW. FDE. 

Bemerkung. Zieht man durch C eine Tangente CG, so 
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Dar Stellung der VerwandUchaft u. d, KegelschtäUe euthultend. 141 

ist, wie leitht einzusehen, CG\\DFt da sich die entsprechenden 
Tangenten des Äxenkreises auf der Ciegenaxe schneiden. Polglich 
ifit VV. GCDz=zVi. CDF, und also nach dem Voranstehendeo : 

W. GCE^Vf. CDE. ' 

Der StttB bleibt also aneb ricbtl^, wenn »an statt der äussern 
Sebne eine innere 'wie CE nimmt; nur mnss na» alsdann den 

spitzen Winkel mit seinem stampfen Nebenwinicel Tertanseben. 

§« 135. Leht$atz* In der gleicbseitigen Hyperbel ist jede 
einem gegebenen reellen Durchmesser zugeordnete Ordinate die 
mittlere Proportionale ans den beiden Absebnitten des .Dwrebmes- 
sers. (Fig. 79.) 

Beweis. Zieht man EG parallel der Tangente DF, 8o ist 
EG eine dem Darcbmesser CD zugeordnete Ordinate. Nun aber ist 

dDEGco^ECG, 

da Winkel J>EG^FDEz=iECG ist; mitbin verbält sich 

DG'.EG=^EGiCG. 

« 

Beieicbnet man DG dnrcb BD dnreb so folgt: 

Wird dagegen HG dnrdi Xi beaelebnet, so etfailt man analog 

dem Früheren : 

130. Lehrtait, Je swel gtelcbsdtige Uyperbefai sind 
Ibnficbe Flgnren. 

Beweis. Es seien (Fig. 8Ü. und Fig. 80. a.) in den Axenkrei- 
sen über den Axen FG und fg zwei ähnliche Dreiecke errichtet, 
FGC und fgc\ Sucht man non die den Punkten C und c' ent* 
■preebenden Punkte der gleichseitigen Hyperbeln und zieht die 
Qrdmaten C/>und cf£,so ist W. GCD^Vf. GFC, W.gcdc=¥i.fffe, 
aitbin aocb A GCBoo^gcdf und demnacb aneb ^FGCco^^. 
Die Punkte C nnd e und alle auf dieselbe Art gepaarten Ptinkto 
sind also durch äbniiebe Dreiecke Aber FG nnd fy bestimmt, folg» 
lieh sind beide Systeme fibniicb. ' 

§. 137. Lehrsatz. In der ungleichseitigen Hyperbel verhält 
sich jede einem reellen Durchmesser zugeordnete Ordinate zur 
mittlem Proportionale aus den beiden Abschnitten dieses Durcb> 
niessers, wie die der Ordinate parallele Substitnte som gegebe- 
nen Dmcbmesser. 



■ 
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Beweis. . Ee Mf de sueM (Fig. 81.)'ilMr Üet äah FG 4er 
f egehenee uiigleicbseitigee tiyperbd eine gleicbeoltlge oonstnitlt 
«ilA dlM«r 4«r DekcfamesMr gesucht, welc^r dem gege- 
braen Dorcbmesser CD eptspjicht. . 

Sod^o werde eine zweite gleicbeai|Jge JHyperbfl eivicbtet; 
deree fy bevtimnit ist» d&sa sicfa werliail - . • 

fg:FG=CD:C'P'. 

♦ 

Diese BWdt'e gleichseitige Hyperbel ist ftud d^ef ersten Sbblicb« 
und weon cd der Streeice C'iy etifidfiricht, so behaupte ich, das« 
cä^CD ist Denn es mess sich terbattee 

edi C'D'=^fyi FGf=^ CDi CD', 

Die zweite gleichseitige Hyperbel Ut aber überdies der ungleich- 
seitigen alün. Entspricht nun der Punkt a in der Verlan gertinf» 
von cd dem Puolite Ä ID der Verlängerung von CD, so wird sieb 
yerbalten 

CD ipdssi CAtca zss DAxdai 

folglich 16 1 wegen der Gleichung (^D=zcd auch CA^-ca, D/i^da» 

X Endlich seien DE und de halbe Sobstitaten, AB nnd a6* 
ihnen parallele Ordinaten. Dann verhUlt sich 

Aßiab^DEide, 

' • . ' . ■■ . , 

Es ist aber ob die mittlere Proportionale ans DA nnd CA^ und 
de ist dem halben Durchmesser HD gleich. 

§. 138. LehT$aU. Verbindet man in einer tf^ertiel' 
Endpunkte zweier Substituten mit. einander« so sind die Verbin- 
dungslinien parallel. 

- Beweis; Es seien ^iVnnd PQ awei Substituten einer gleieh- 
•altig^Mi Hyperbel. (Fig. 82.) AndereraeKs seien im Axenkreito 
dereelben A und B die fiertihrungspunicte der Tangenten, welche 
den Asymptoten entsprechen (Fig. 82. a.)^ M'H* und die den 
gegebenen dnbstitiiten entsprechenden Tangenten« 

Die Geraden M'Q' und /^iV durchschneiden sieb nach $. 92^ 
auf der Verlängerung von AB, also auf der Gegenaxe; felglich 
werden die ihnen entsprechenden Geraden MQ und eiaander 
parallel seif». Der Beweis gilt zugleich ffir die ungleichseitige 
Hypeibel wegen ihrer Affinität mit der gleichseitigen« 

{. 139^ Lehreaiu Das durch irgend eln# firibftlMe einei: 
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fifpirbel ?on dem zwischen den Asymptoten liegeDden RanoMl 
•l^gesdiiiittmi« Draieck bat etoeD coostanten Inhalt 

Beweis. Da MQ parallel PN ist, so ist das Dreieck PQM 
gleich dem Dreieck MNQ; folglich auch das Dreieck Ifilfi^ gleich 
dem Dreieck HPQ. » 

{. 140. ZnsaU. Es sei C der Sciwitel einer nngleicbeelti* 
gen flyperbel, AB die dweh den Pqnkt C gebesde SelwtUate« 
a der Mittelpaakt (Fig. 83.). AJsdaon ist: 

Zieht aiae mm durch einen hellebigen Pankl F der Hyperbel eine 
•weite Sobatitiite DE, so verbdlten «Ich die Dreiecke MAB und 
UDE wie die Prodacte derjenigen Seiten« welche den gemein- 

sameo Winkel H einschliessen» also: 

A SAB : A HDEszAHxBMiDHxEH, 
mithin ist wegen der Gleichheit der beiden 'Dreiecke: 
« AH X B/I oder ÄH^=:DHx EH, 

Zieht man aber FK parallel mit ME, ne Ist, w «0 F 4i« AUlte - 
Ton DE UA, 

iIK=:i.aD, FK^l.HE; 

felgtteh 

HKxFK=zl.jm. 

Bezeichnet man der Einfachheit wegen HK daieh ti imd die Pa- 
rallele FE durch #, so erhält man die GMchang: 

Der Ausdruck |(a*-f 6*) wird die Potens der Hyperbel genannt. 

FCIr die gleichseitige Hyperl>el« in welcher 6=a ist, hat man 

Zuiatr. Alle Paralietogramuie, weiche ¥on den beiden Asym- 
ptoten gebildet werden und deren Yierte Ecke auf der Hyperbel 
liegt, sind einander gleich. 

Beweis. In der gleichseitigen Hyperbel ist jedes Parallelo- 
gramm dieser Art, wie z ß. HKFL (Fig.84.), ein Rechteck, der 
Beweis folgt also unmittelbar aus der Gleichung tie = )a' oder 
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144 EMsen : \urschuU du neuem eeamtrie^ HiMke». etme ekmmu. 

RKxKF = {d*. Dieser Beiveis gilt sogleich för die ODgleick^. 
seitige Hyperbel wegeo ihrer Affinit&t mit der gleiebeeitigee. Ve^ 
gleiche {.JH. 



Anhang. 
Me %iia«r«tar «er Mjperbel betrefTend. 

{. 141. Erklärung. Ich verstehe unter Seetor einer Hype^ 
bei eine Figur, die entsteht, wenn man (Fig. 85.) die Endpunkte 
eine« Hyperbelbogens Ä'B' mit dem Uittelpunkte O verbindet 
Ein asymptotisches Segment Ist ein Flächenstück {C'FGD', Fig. 87.). 
welches von einer der Asymptoten, einem Bogen der Hyperbel 
(C'/y) und swei parallelen Linien (C / und D'Q) begrenzt wird. 
Laufen die beiden parallelen Seiten eines asymptotischen Sei?- 
ments {CC'iyD) der zweiten Asymptote Oilf parallel, so wolieu 
wir dasselbe ein Normalsegnient nennen. Diejenigen Ntückc der 
darui Übenden Asymptote , welche zwischen dem Mittel- 
punkt und den beiden parallelen Seiten des Normalsegments lie- 
gen (also OC und OD), heissen die Grenzabscissen desselben. 

$. 142. Lehrsatz. Zwei asymptotische Segmente zwkcheo 
denselben Parallelen smd gleich. (Fig. 86.) 

Beweis. Wir denken uns die beiden Bogen AC und äC, 
welche durch die beiden Parallelen Bß' und DD' abgeschnitten 
werden, so klein, dass sie als gerade Linien angesehen werdeo 
können. Da nun nach §. 128. AB^A'B' und CD=CD' ist, so 
sind die beiden Paraüeitrapeze ABDC und A'BD'C einander 
gleich. Demnach wer h n auch zwei beliebige asymptotische Seg- 
mente ABFE und A B FE', die swisehen denselben Paralleles 
liegen, einander gleich sein, da man sie durch Parallellinien in 
unendlich viele ParalleltrapejEe aerlegen kann« die paarweise ein- 
ander gleich sind. 

j. 143. Lehr sä tz. Jeder Sector einer Hyperbel hat «gleichen 
Flächeninhalt mit denjenigen rsornialsegment/ welches mit ihm 
auf demselben Bogen steht (Fig. 85.) 

Beweis. Um zu beweisen, dass der Sector OA'B^ gleich 
dem Normalsegment AA'B B bt, siehe man A'F und parat* 
lel der Asymptoten ON. Dann Ist 

Paralieiogramm OJ^'/''=Paraüelogramm OBB'G» 
mithin auch 



9 
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DüTZieUung der Verwmäiscäafl u. d, hegeUckniUt entkalund. 145 . 

Dreieck OAA' = Dreieck OBB', 

Zfelit mao von beiden Dreiecken da« gemeineane Stück OAK 
ab, so bl^bC 

Dreiecit OKA' ^ Viereck ABß*K. 

Legt man zu beiden das Flächenstuck A'B'K hinzu, so kommt: 

Sector Oil'ir=: Segment AA'BB. 

§. 144. Lehrsatz, Zwei Normalsegmente haben gleichen 
FlScheoinbalt, wenn die Grenzabsci^sen des einen sieb ebeo so 
m einander verbaiten wie die des andern. (Fig. 67.) 

Voransaetnnng. Es verhält sich 

OAiOB=zOCiOB, 
also auch, wegen der Gleldhongen 

OAXAA' r= OBxBB' ^ OCxCC' := ODxDD^i 

AA'iBBf ^CC'iDD', 

Behauptung. Segment J^^'^ = Segment CDD^C 

Beweis. Man trage die GreeMbedäeen OA «ad OB a«f 
die andere Asymptote OM ab» we sie bis a nnd b reichen mOgei^ 
nnd eonstmirr'flber «6 das Normalsegroent tM^nf; sodann ver* 
liiade man n' mit C nnd ^ mit D*» nnd verlftngere die Verbindungs- 
ttalen, bis sie die Asymptoten beafigtich fai F nnd f, sowie In 
G nnd ff dofcbsehnMen. 

Fur*s Erste ist, wie lekht elnsttsehen, 

Segment J^I'S'^ ^ Segment aa'b'b, 
filr's Zweite ist: 

AC'CF^ A/aa% 

daW.C' = /, VV.F=W. a und C'F=a/u.ö.w. Mithin ist: 

CF:=aaf:=iAA\ 
DF=zbb'=:BB'. 

Nm- verhält sich 

AA'.BB'=iCC'iDD*:=iCF:DGi 
iblgV^ sin» «e^ Dreiecke €C'F nadiMMf 9ikbXA md tM€*F 
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parallel D'G. Demoach sind (üe beiden asymptotischen Segmente 
C'FGD' und a'fgb' einander gleich, und es werden daher auch 
die beiden iNorniatsegniente CC'D'D und aa'b'b gleich seio, da 
«ie durch Addition und Subtraction paarweise gleicher Dreiecke 
aus jenen enUt^beii« * 

Znsatz. Ist (Fig^ST.) du Normafaegment AAfC'C dai Dop- 
pelte des Segfnents AA'B'B, so ▼erhilt sich 

OA: OB =z OB : OC, 

d. h. es i^t OB die mittlere Proportionale zwidcbeo OA und 06'. 

Hieran« erglebt sieh» wie ein gegebenes Normalsegnent so 
balblren sei. 

5. 145- Folgerung. Von einem Normalsegment, desseo 
eine Ordinate JA' (Fig. 88.) durch den Scheitel der Hyperbel 
geht 9 sagen ivir, es beginne mit dem Soheitel. 

Es sei die gegebene Hyperbel gleichseitig, ihre halbe Axe 
= V2, mitbin ihre* Potenz =1. Dann wird auch OAz=AA'=\ 
sein» sowie auch der riächeninbalt des Quadrat^! OAA'K =1 ist. 

Es ist einleuchtend» dass es eine Ordinate gebeii mnss, die 
mit AAf ew NorlnalaogmeDt bildet, weldies dem Quadrat OAäM. 
gieisb iflt Es mAiBB' diese Ordinate*, und es werd^ die bishtr 
uibelainDte Abscisae OB dnreb e bezelohnet. Wire nun s gege« 
ben» so wOtdo es leldit sein, diejenigen Ordinaten CO, Dff* 
BEf, «. s. w. so censtmlren, dorch welebe NonnaLMgnente von . 
. illebenlohalt 2, 3, 4, n.s.w. abgeschnitten wfirdeii. -Man hltii: 

OAiOB^OBiOC, 

OC^OB^z=ie^. 

Ferner 

OAiOB:=zOCiOD, 
OAtOB^ODtOE, 
ODz=ze^f 0£s=««. . 

O. 8. W. 

* 

Denken wir uns also ein Li^aritbmensystem mit der Zahl e als 
Basis nnd nennen die demselben angehörigen Logarithmen byp«'* 
bollsebe Logarithmen, so ist durch das Voranstehende bewiesen* 1 
dass jeder Logarithmus, welcher eine ganse Zahl ist» den Fllcheo« 
%haü4>e 'MüHiiiiMgMKUÜi anadrikfat» dasMO C gwabacis s » 4» \ 

i 



I 
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zugehörigen Zahl gleich ist. Bezeichnet man also die GtBtK^ 

abscisso durch das durch dieselbe bestimmte, mit dem Sehei- 
tel beginnende Segment durch s, 6o hat man» ao oi't i eine ganae 
Zahl ist, nach dem Bisherigen: 

«slog.hyp.«. 

■ ^ 

Diese Wabrbeit l&sst sich sogleick durch fuigende BetracbtaS 

cmreitero. 

' . * • 
Es sei OM die mittlere Proportionale zwischen OC ond OD* 
Alsdann ist " * 

Seg«.. (äA'»M) -^-^'^'^ \ ^""'"^^ . . 

_ log. hyp. QC-flog. hyp, OB 

. 2 - 

Noll aber iat , 

.0X1= log. O» 

Et gilt also die Gtelchong 

« = log.byp,ii 

auch für alle Werthe von s, welche &icb durch EinschaltuDg eines 
arithmetischen Mittels aus der natürlichen Zahlenreihe erzeugen 
lassen, ja iür alle Werthe, die durch unendlich oft wiederholte 
Einschaltung aus derselben hervorgehen. Jetzt wird es leicht 
seioj die allgemeine Gültigkeit der obigen Formel darzuthun. 

{. 146. Lehrtaiu Für jeden Werth von t und u gUt die 
Gleichung 

«sslog.byp.tt. 

■ ' ' • 

Beweis. Ich behaupte, das Segment $ kann nicht grüsaet 
«ein, als der log. hyp. Denn hatte man 

«ae|og.hyp.tt-f9, 

so liesse sich durch hinreichend oft wiederholte Einschaltung des 
arithmetischen Mittels ein solcher Werth finden, der grosse^ 
ils log.h^p.tt| aber kleiner als log.byp.tt-|-9 wäre. ^W&re ooa 

f'sslog.hyp.t*', 

so wfirde der Inhalt de^itiigeii Mormalaegm^nts sein, welchea 
dvrdi den AbaeiMiKertb bMinmt fürde. T9ov aber iat ^ 
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kleiner als t» also mässte auch die Abscisse u' kleiner sein als ti. 
Es ist aber u' im GegetUheii grösser als w, deuii mau bat der 
VorausseUuog nach 

log.hyp.tf' > log.hyp.fl. 

Folglich kann s nicht grOsser sein als Iog.byp.u. Ebenso beweist 
man, dass $ auch oicbt kleiner seia kann. 

147. Aufgabe. IKe Zahl e m bereehnen. 

Auflosung. Man ziehe die Ordinate NN* sehr nahe derje- 

nigen Oidinate AA' (Fig. 88.)» welche durch den fi(cbeitel A' der 

1 1 
Hyperbel geht« and es eei /4iV= — , mitbin ON^l-i-^, Ist nun 

^ sehr klein oder, was dasselbe sagt, m sehr gross, so lässt 

alch das Segment AA'N'N sehr nahe als ein Rechteck anaehen 

1' 

mit der Grundlinie ANsi— und der Hdbe AA*=:h Der Inhalt 

. in 

I 

dieses Rechtecks ist also = — • Andererseits ist derselbe^ gleich 

fii 

1 ' ' 

log.hyp. ONsz log.hyp.(l -f 
Demnach hat man: 

i = log.byp.(H.i) 

♦ - • 

oder 

1 • • i 

i. 1 1 

und diese CMelehang wird sich um so mehr der Richtigkeit nShem, 
je grosser man m annimmt. Nach dem bloomischen Lehrsatze 

iiat man: 

t*+iS>^=*+TS+ 1.2 ^3+ 1:2:3 m» — 

wofür man schreiben kann: 

(l+i)-»l+l+a-i).l|5-Kl-i)(l-^).,4.3 

+(i.-i).a-^a-|),o;3:,.... 
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Je grösser nun m wird, um so mehr frenke sieh die Chrteseii 

1 2 3 • 

- f — , - , V. s. w. der Null nHbem ; denkt man sich also m nnendUeh 

m m m ' 

gross 9 so kommt 

.«a+s)-« 1+1+ o + rfa + rro 



••••• 



Wird lilemtch der Werth von s berechnet, so erhSit man: 

e = 2,7182818.... 

$. 148. Folgerung. Der Sector OJ'iS' (Fig. 85.) ist gleich 
dem Normalsegment AA'B'B. Für jenen Sector aber ist es be-' 
qoemer, wenn man Ton B' aus ein Loth aof die Ate OA' f^Ut» 
mn den Inhalt desselben mittelst der Abseisse OD und der Ordi- 
sate DB^ anszadrficlcen. 

Es sei C der Puokt, in welchem sich die Ordinate DB' uud 
die Asymptote OJN durchschneideD. Alsdann ist 

also 



* lener Ist 
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Also kommt: 

«= OJTs OC— Cffss ^ 
«oraDS hervorgeht: 

*s«log,hyp.^. 

bt min •Ine 'beliebige glelehsfitige Hyperbel gegeben mit der* 
Am 3a». no isl diese der gegebenen ihnBeh» and beaeiebnel man 
die den GnOsnen «, t entsprechenden GrSseen dnreh ar', y\ 
•0 hat man: 

1) a;:a:' = V2:a, 

HIetMis folgt: 



I 
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Jede ungleiebseitige Hyperbel ist der gleichseitigen affin. Be- 
seichnef man nnn die den Grössen x' , y' , s' enUprechenden Cirü«- 
«en durch > » *i, so bat man : . 

I) dp] s= ^ » 

3) xi:f'=6:<i, 

wo 6, wie immer, die halbe imaginäre Axe der nngleicbseUigen 
Hyperbel beaeicboet. Dies giebt 

Will man aber dasjenige Stück berechnen» welebee ron einer 
Ordinate» einem mit dem Scheitel beginnenden Bogen nnd der 
Axe begrenat wird, alee eine dem Fliehenat8ek A*S'iy entspre- 
' ebende FlScbe, ne wird man von dem Dreieck, wekbee den 
Dreieck ODB* entapricht, den Sector si, weleher dem Sector 
A'B'O entspricht, abisuaieben haben. Man erhSIt also: 

§. 149. ß emerkung. Diejenigen Sätze, welche früher von^ 
harmonischen Punkten auf der Kreislinie und von den Polaren 
des Kreises bewiesen wurden, gelten fast unverändert für die 
Ellipse und Hyperbel: 

1) Zieht man vem Dnrebachnitt einear Tangentenpaara eine 
Sekante durch eine Ellipse oder Hyperbel » so hat man vier ha^ 
monische Punkte auf diesen Kurven, d. h. vier Punkte Ton der 
Beschaffenheit , dass, wenn sie mit iri»end einem Punkte der Ellips* 
oder Hyperbel verbunden werdeu, allemal ein harmonischer 

Busche! 

entsteht. 

. Denn in affinen nnd eenfeimen Sjattmen eniq^ricbt >eineii^ 
birmeni^en Büaebel den eben Syatema aliemal elo ha rt muin efc « »' 
Bflaebel in dem andern. 

2) Gehen mehrere Sehnen einer Ellipse oder Hyperbel durch 
denselben Punkt, so liegen die Durchschnittspunkte der zu die- 
sen Sehnen gehörigen Tangentenpaare auf einer Geraden der Po- 
lare dieses Punktes, und nn^kebrt: liegen die Durchschnitts 
punkte mehrerer Tangentenpaare auf einer Geraden, so gehes 
die Berührungssehnen sSmmtlicher Tangentenpaare durch eiaea 
nnd deaaelben Pnnkt»v den Pol jener Geimden. 
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Dies folgt aus d^m Umstände, dass in affinen und conformen 
Systemen mehreren Punkte des einen Systems, di(? auf einer tie- 
nüien liegen, in dem andern Systeme wieder solche Punkte ent* 
sprechen > die auf einer Geraden liegen, und dass, wenn mehrere 
Gerade des einen Systems durch einen Punkt gehen, auch die ertt- 
sfirecheiideD Geraden des andern Systems durch denselben Punkt 
gehen. 

Ton der Parabel. 

§. 150. Erklärung. Der geometrische Ort aller derjenigen 
Punkte, ^^elche von einer festen Geraden AB und einem festen 
Punkte C gleiche Entfernunpr haben, heisst eine Parabel. Die 
Linie AB v^ird Leitlinie und der Punkt C der Brennpunkt ge* 
nannt. (Fig. 89.) 

Ein Ton einem beliebigen Pnnl^t der Parabel B auf die Leit- 
Knie gefiilltes Leth DE heisst ein finsserer, die Lmie CD, welche 
den Punkt D mit dem Brennpnnl[te C verbindet, ein innerer Leit* 
strabl. Oer Definition der Parabel gemSss Ist also CD=sDK 

Verbindet man einen beliebigen Punkt E der Leitlinie mit 
dem Brennpunkte C, errichtet sodann in E ein Loth auf der 
Leitlinie AB und in der Mitte von CD in M ein Loth auf CD, 
so gehört der Dnrchschnittspunkt D der beiden Lothe der Para- 
bel an. In der Richtung jeder auf der Leitlinie senkrechten Linie» 
giebt es hiernach einen, aber auch . nur einen Punkt, iralelier der. 
Parabel angehört. 

Die Parabel liegt ganz auf einer Seite der Leitlinie. 

j. 15L Erklärung. Fällt man vom Brennpunkt CeioerPa^ 
rahel ein Loth CF auf die Leitlinie, so Ist die Mitte G dieses 
Lothes ein Punkt der Patabel uriid 'wird der Scheitel derselben 
genannt Die Gerade GC heisst die Axe der Parabel 

Zieht man durch Hen Brennpunkt eine auf der Axe setikrechte 
Linie und irSgt die Entfernung zwischen dem Brennpunkte und 
ler Leitlinie CF nach beiden Seiten hin auf dieses Loth ab, wo 
sie bis H und J reichen mag, so gehören die Punkte H und J 
der durch die Leitlinie AB und den Brennpunkt C bestimmten 
Parabel an; denn die Lothe HK und JL sind beide gleich CF, 
TiTid mithin gleich Cff und CJ. Die Sehne /JJ heisst der Hanpt- 
parameter, jede andere durch C gehende Sehne ein jDiebenpara- 
laeter • 

* 

Die Bstfsmnog swiwben dem Wunnpnnkte und der lieltisfe 
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CF iat der Hälfte des Hauptparameters, die Strecke zwischen dem 
Seheitel und demBrennpuukte dem Tierteo Th^ile deMelben gleich. 

' Wird yom PaDkto D einer Parabel ein Loth DN auf die 
Axe geftUf, eo b^ast dieses Loth eine der Axe zugeordnete Or- 
dinate. Die Abeciaeen pflegt man ▼om Schwei der Parabel m 

recboeD. 

Bemerkung. Blechaniacb lässt eich die Parabel auf fol- 
gende Welse eonstmlren : 

Man legt an die Leitlinie AB ein Lineal, und daran legt man 
ein rechtwinkliges Dreieck RST, Ein Faden wird nun mit seinen 
beiden Enden in ä und C befestij^t und dicker mit einem Stift in 
17 fest an die Seite RS angelegt, so dass er die gebrochene 
Linie CÜS bifdet. Wird nun das Dreieck RST mit der Seite 
RT an der Leitlinie AB hingeruckt, so dass die andere Seite RS 
beständig sich selbst und der Axe FC parallel bleibt, und spannt 
man mit dem Stifte den Faden Immer straff an, ohne dass sich 
der St\(t vom Dreieck entfernt, so wird dieser die Parabel GU 
beschreiben, wenn mir der Faden .CI7iS gleich der, Seite 'ge- 
macht wurde. 

Auf Sbnliche Art lässt sieb auch die Hyperbel beschreiben : 

in B (Fig. 90.) Ist ehi Lineal BC mittelst eines Stiftes he • 
festigt» eo das» dasselbe nm diesen Stift hemmgedreht werden 
kann. In J vnd C Ist ein Faden befesl%t, der In Ü mittelst 
eines StUtos an das Lineal gedrOckt wird. Wird nnn das Lineal 
um S gedreht, so beschreibt der Punkt ü einen Hyffterbelhogen ; 
doch mnss der Faden AÜC kleiner als die Snmme^lS+^C sein. 

5, 152. Le hrsati. Die Linie, welche den von einem inoern 
und dein zugehörigen äussern Leitstrahl einer Parabel gebildeten 
Winkel balhirt, hat nur einen Punkt mit der Parabel gemein und 
wird eine Tangente der Parabel genannt (Fig. 89.) 

Beweis. Verbindet man den Fnsspunkt E des äussern Lelt- 
Strahls ED mit dem Brennpunkt C, so steht die Halbirungslinie 
MD des Winkels CDE senkrecht auf der Mitte von CE. Gäbe 
es nun ausser D in der Richtung der Linie MD einen zweiten 
der Parabel an gehörigen Punkt, etwa den Punkt A, so müsste 
nach der Definitiitti der Parabel da« Loth XY=ÄC sein. Nun 
aber, ist XC=XE, also wäre auch XE=zXY, was unmöglich ist. 

Zusatz. Die Tangente und Normale In D bilden mit de» 
beiden Leltslnhlen DE nnd DC einen harmonischen BflscheL 
SM %AmP nnd 9 dbilhKchschnittspankte der genaiuien Linien 
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mit der Axe» so Ut PC^CQ, da der Strahl DE der Axe paral- 
lel iSaft. 

Die TaDgeiite GO, welche teeb den Scheitel der Parabel 
ftteht senkrecht auf der Axe md ist daher der LeltKnIe 
paialleL Fflitt nuw also ¥01» Breonpnekt C eio Lath auf eine 
beliebige Tangente DP» so liegt der Fosspiinkt M dieses Lothes 
aUeinal auf der ScfaeiteltangeDte €rO. 

Denn verlängert man CM bis zur Dercbscbneidang mit der 
Leitlinie in E, so ist E der Fussptinkt des zu D gehörigen äus- 
sern Leitstrahls and es ist EM= MC, mithin .mnss GO durch 
M gehen. 

{. 153. Erklärung, Die Strecke PN der Axe, vreiche 
swiscben einer Tangente und der Ordinate ihres Berührungspunk- 
tes Hegt» nennt man Subtangente ; die Strecke NQ zwischen Or* 
dhiate vnd Normale heisst Sobnurmaie. 

$• 154. Lehrsatz* In der Parabel ist die Snbtangente das 
Doppelte der Absdsse. 

Die Subnormale ist constant und dem halben Parameter gleiqb. 

(Fig. 89.) 

Beweis. Da* M die Mitte von EC und MG parallel EF ist» 
so Ist MG der Hälfte von EF und Ton DN gleich. Nan aber 
verhilt sieh 

t^iPI9^GMxNn, 

nithln ist PG die Hälfte von PN. 

Zieht man von den beiden gleidien Strecken PG «nd GN 
die gleichen Strecken FG nnd ISrCab. so biribt 

PF« CN. 

W% Zweite ist 

Zieht man wiederum vod beiden Seiten dieser Gleichnng die gUi« 
dken Grossen PF ond CN ab» *so bleibt 

FC:=ISQ, 

{. ICSS. Lekrsatt, In der Parabel Ist das Quadrat jeder anf 
ier Axe senkrediten Ordinate gleich dem Rechteck ans dem Para- 
aeler und der zugehörigen Abscisse«i 

Beweis. Man hat (Fig. 80.) Im rechtwinkligen Dreieck PJO«: 
Yuii nix. it 
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166. Erklärung. WlkM KreU, mtkkt» dielhiraM ia 
Scheitel voo aussen bertthrt, d. h. mit der Parabel die Scheifd- 
tangente gemein hat und nicht mit der Parabel auf deraeINo 
'9efte dieser Tangente liegt, dessen Durchmesser dem Paramefer 
gleich ist, nennen wir den Scheitelkreb der Parabel. (Flg. 91.) 

§.157. Lehrsatz. Die Parabel Ist io Conformitätslage mit 
ihrem Scheitelkreise ^ insofern man die Bcheiteltangente als Con- 
formitätsaxe ansieht, das Projectionaoentrum aber so bestimnl^ 
daas der Punlit R, in welchem die Aze den Scheitelkreis zun 
zweiten Mal durchschneidet » in der Mitte ivriseheo deai»6chiilil 
der Parabel and dem Centram liegt 

s 

Beweis. Man falle in Fig. 91. von einem heliehigea PufiUf 
D der Parabel em Loth auf Hie Scheiteltani^ente, verbinde den 
Fusspunkt E desselben mit JU, und mit dem Scheitel der Pa* 
rabel G* 

Ca Ist EDsxa, EGsz^t RO^p; also &t wegeo der Pro- 
portion 

das Dreieck RGE co DEG, und also W. EGD = VV. ERG, Nod 
aei der Pnnkt» In welchem die Linie Eit die Peilpherfe def 
8cleH#U^rf^s dtrehachneid^t Verbindet ma» mit «o ist» 
wie leicht einzueebfa» 

W. ITGE = W, EGH = W. EGJD, 

mithin halbirt GE den Winkel DGB*, nnd da RO aenkveeh« Mf 
GE steht» so ist G das Gentnmi eines harmonischen Bfiscbeli* 
Macht man nnn RO:=zJRG nnd yerbindet O mit so wirdan^b 

Iß das Centrum eines harmonischen Büschels ; denn es Ist EP 
parallel OG» und der Strahl ER geht durch die Mitte von ^i^* 

Die beiden harmonischen Büschel E und G haben den Strahl 
iSG gemein und liegen daher «zlah Pui«h«Dli|ieWet * aM ^ 
«ermle OM>'I} die SeheiteKangMite in JT» ae iHrd 41« 9^^^ 
OK in and D harmonisch getheUt 

Jiemerkung* Die gemeiasanie Gegeim^Ke heidsS') ^Salyptcu® 
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berührt den Scheitelkrels in jB; der Punkt R kann also der Ge- 
genpunkt deä Scheitelkreises genannt werden. Da ttir den 
Punkt H keinen entsprechenden Punkt io der Parabel giebt« 
dieselbe keine jg(ea€blo«seii^ K^rve,. 

?. 1S8. Polger U N fj c ji. 1) Jeder vom Gegenpnnkt R des 
iS4^«itelkreises auslaufendeji Sehne desselben RD* (Fig. yj.) ent- 
f|»licht in der Parabel (Fig. 92, a.) eine mit der Axe parallele Ge- 
r^e üJUf vv^lche die Purabel nur in dem Punkte durcbsohaei- 
dfit Eine Gerade dieser Art beisst ein Dufobmeeeei jd«r P4»abfll 
mfl 4fr .Piwitt Jß'det Sobeittl d«M*lb«i. 

2) Zieht man in D* eine Tangente D'N' an den Scheitelkrei^i 
so entspricht ,ihr wieder eine Tangente der Parabel DN» 

^ Es sei jC de» Punkt« ip welclievii die Taiigente JD'^f dif 
Ckii(ei»m diirckseha^det Isf «an elpe Krcassf1ii>e P'Q' gege- 
lep, wirlcbe verMngf rt dtircb geht« so entspiipit der«elbeii Mi 
der i^arabel eipe jSehne PQ^, wflc^ der TADgepte />iif pmUef 
ist Eine solche Sebne heisst dem voi| D anslanfenden Diyrch* 
inesBer xiig^rdnet 

4) Pae S^tze von b^rmpieelieii Renkten einer Kreislinie , se-i 
wie auch von den Polaroo» lassen sieb ohne M^e auf die Bers« 
bei susdebneD. * 

§. 159. Lehrsatz. Jede Sebne einer Parabel wird vom sa- 
geordneten Dnrcbmesser balbirt 

Beweis. Die Sehne P'Q' des Scheitelkreises wird von^ 
Dnrchscfanitt des Tangentenpaares und der zugehörigen Berührungs- 
•ebne in L' und S' barmuniscb getbeilt. Nun aber liegt der Punkt 
L enf der Qegeoei^e; folglich ist der Punkt S, in welchem die 
9ebn9 PQ vom ugeerdneten l>iiR«bmeiiser gesebnüten vird, die 

von m 

, §. 16Q. liehrsatz, Die l<<inio ST, welche dfn DurchsebaiH 
zweier Parabeltangenten mit der Mitte der Beräbmngesebpe w. 
kisdet» fällt in die Richtung des der ßerührungssebne zugeord* 
oelen Dorcbmessers and wird vom Seheitei desselben balbirt 

Beweis* Zieht man in P* und Q' Tangenten an den Scbei- 
telkreis, so schneiden sich dieselben in der Verlängerung von 
RD : folglicb sehneiden sieb die Farabeltangenten in iP und Q in 
dst Verlängerung des Durcbmessers DS, weleber der Sehne PQ 
ng^Mfdnet i*t. 
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F«r*ft Zweite ded die Penkte BS^D^V vier fcMmeeiMkt 
Puukte. Da aber R anf der Gegenaxe liegt, ao li^gt i> in der 

Mitte zwischen S uod T. 

§. 161. Lehrsatz, Die Polare des BrenopuoiKta einer Pa- 
rabel fiUlt nil der Leitlinie ^eaaimnea* (Fig. tö.) 

Beweis. Dem Brennpunkt*» der Parabel entspricht im Systeme 
de« Scheitelkreisea ein Punkt, welcher aut der Verlängerung der 
Parahelaxe liegt. Da aber diese Äxe durch den iVlittelpunkt des 
Kreises i^elit, so sind die Polaren aller derjenigen Punkte , welche 
in der Richtung derselben liegen, senkrecht darauf und mithin der 
Conformitätsaxe parallel. Demnach sind auch alle entsprechenden 
Polaren im Systeme der Parabel auf der Aze derselben senkrecbt 

Dasjeüige Tangentenpaar» welchea den Parameter Tü 
Berfibrangseefane bat, bat seinen Durchsebnitt auf der Leitlinie. 
Denn die Subtangente CF ist das Doppelte der Absdsse CX 
also gleieb der Hälfte des Parameters; ebenso gross aber ist die 
Entfernung des Brennponkts C von der LeitHole PQ. 

Da nun der Punkt V ein gemeinsamer Punkt der Leitlinie 
und der zum Brennpunkt C gebürigen Polare ist, da zweitens 
beide auf der Parabeiaxe seakrecbt steben, so folgt, dass beide 
In einander fallen. ' ' 

4 

§. 162. Lehrsatz. Jedes Tangenteopaar einer Parabel, dei- 
sen Durchschnitt aui der Leitlinie liegt, schtiesst einen recbteo 
Winkel ein. (Fig. 

Beweis. Liegt der Tangentendnrebschnitt F auf der Leit- 
linie» so gebt die Berfibrnngssebne DE dureb den Brennpuofct C 
und ist also ein Parameter. 

Verbindet man min den Punkt F mit der Mitte G des Para- 
meters DE, 80 ht FG als Durchmesser der Parabel senkrecht 
auf der Leitlinie Aß, Fällt man also von D und E die Lothe 
DU und EJ m( AB, so ist FG als Mittellinie des Paralleitra- 
pezes UDEJ gleich der halben Summe von DH und £•/. 
aber Ist naeb der Definition der Parabel 

UD^DC, JE=zEC, 

mitbin 

BDi^JE=iD£, 

Demnach ist FG gleich der Hälfte von DE, d. h. = GD owd 
= GE. Es lässt sich also vom Punkte G aus ein Kreis um da« 
Dreieck DFE bescbreibeu; folgücb ist der Winkel DFE^H. 



\ 
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Zuiatx, Der ScheHel K mtdw Mitte von FGr folglich ist 
KG der vierte Tlieii des Parametere DE. Nun aber ist KG^KF 

=^ AB i- BL=za^ -{^ ^ , wofero man unter or' die znin Scheitel 

K gehörige Ahscisse AL und 'noter p den Hauptparameter rwt* 
steht; folglich ist 

§. 163. Lehrsatz. Verbinde! man irgend einen PoniU 2 
iiner Parabel (Fig* ^ a.) mit den £adpanl(ten einer Sehne und 
dem Scheltet des sugeordneten Durchmessew» und sieht sodaan 
▼on Z eine Parallele mit dem Dnrehmeaser« so entsteht in Z ein 
haimoniseher Boecbel. 

Beweis. Dem Parabeldurchnieseer DS entspricht im Schei- 
teikrei?5e eine Sehne RD\ welche vom G«>sjenpunkt R ausläuft. 
Der Sehne PQ . welche dem Durchmesser DS zugeordnet ist, 
entspricht die Kreissehne P'Q', welche verlängert durch den Pol 
?on HD', durch L geht. Nun sind die Punkte RP'D'Q* vier har- 
monische Punkte der Kreislinie. Verbindet man also den Punkt 
^V^'olcher dem Punkte Z entspricht, mit diesen vier Punkten, se 
entsteht ein harmonischer Büschel. Es entspricht aber der Geraden 
Z'i2 eine Gerade Z FF, welche dem Durchmesser Z>5 parallel Uliifl^ 
folglich ist Z IT die vierte Harmenlkale sn ZA ZP, ZQ. 

{. 164. LehnaiXß In der Parabel ist das Quadrat Jeder 
ernenn Oiirehmesser zugeordneten Ordinate gleich dem Rechteck 
aus der zvgehcirigen ilbscisse und dem ihr parallelen P^neneter» 
d. h. 

Bevreis. Es sei (Fi^. 95.) LIU eine dem Durchmesser KN 
ssgeordnete Sehne, N der Durchscbnittspunkt helder, also XiV 
ebe dem Durchmesser KN sageordnete Ordinate, und die Strecke 
SUi die sagehvrige Ahscisse. 

Man verbinde den Endpunkt D des mit LIV parallrU n Para- 
meters DE mit L und M, snnie auch mit dem Scheitel Ä, und 
liehe sodann DP |>arallel uiit KN. Die Gerade DP möge die 
Richtung LM in P, die Gerade DK aber mOge dieselbe in Q 
dorchschneiden. 

, Dta nacb dem ▼erigen Paragraphen D das Centrum eines har- 
Muechen BOschels ist, so sind hPMQ vier harmonische Punkte, 
lieber ist die Mitte von folglich hat man 



4 
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iSun aber ist JSP:^GD=lpi, zweitens verhält aich 

/fQtKN:=iDG:GK, 
aber i>Cr=2.1CG^ folglich 

und demnach 

{. 165. Lekritttt, DtM Von t^ntA Tangentenpaat «Iner 
Patj^bel utid' def zttgehttHgeii Bettthrangasehoe amaehloaMMeDt^i- 
eck iaf di^ipalt so gross» wie das Aber der -BeHthrangsa^frihe sie» 
hend^ Dreiflck* welches den Scheitel dee avgeerdneteo Darch« 
laesaerB K -ziir . Spitae hat (Fig. 96.)- 

Beweis. Dal; Dreieck DKG ist die Hälfte des Dreiecks 
Dar, da KG die Hri!ft.^ von FG ist; ebenso iat ^iTG die HäHle 
TOD EGF; mitbin DKE die Hälfte reu DFE. 

' ' §. Lehrsutz. Das einem Perabelbogen and der 
zugeburrgen Sehne toschlossene S^tiieot i^ gleich awei Dritleht 
desjenigen DIreieckay #eleke^ Yon der Sehne nad dem aagehOrigeo 
Tangenteoftaar ttmätMoaseli witd. * " 

' Beweis. Zieht man Im' Scheitet K des der Sehne 1>£ an* 
g ee»dneten Durchmessers eine neue Tangente an die Parabel RS, 
se tat 4a8 Dreieck RSF, da RS parattd mit DE ist, der inerte 
Theil des Dreiecks DFE, also die HSlfte von DKE. 

Sacht man die Scheitel der Durchmesser» welche den Sehnen 
I^Il und JSitentsprechtfn, und construirt diejenigen Dreiecke, welche 
an DtCnt^d KE\n derselben Beziehung stehen, 'wie die Dreiecke RSt^ 
uaH DKE zur S^hlne DE, so werden die Tangeutendreiedce wie- 
derum die Hälfte der Sehnendreiecke sein. Setzt man nun die 
Genstrueticii ins Unendliche fort, so n&hert steh die Summe der 
Sebnendreiedm Bugensehelnlich ohne Ende dem Segment EKD, 
die Summe der Tangentendreiecke demjenigen Flficbeostück, wel- 
ches vom Tangenienpaar FD und FE und dem Bogen DF, um" 
schlössen wird. Man ist daher bereclitigt, zu schliesscö, dasi^ 
fflr diese beiden Flächeii dasselbe Verhältniss Statt finde, welches 
- zwischen der Summe der Tangentendreiecke und der Summe der 
zugehörigen Sehnendreiecke StaXi findet, d. b. dass das SusSMf^ 
Stück die Hälfte des Segmentes sei. - / 
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▼fflitfkeii BoppelverliftUiiUweii. 

5. 167. Er klar ung. Wir bezeichnen eine voH de* Fnlctoff 
n und 6 begrenzte strecke durch ab, wenn sie als mit a aofan« 
gend und mit b endigend vorgestellt werden soll, dagegen mit 
6a, wenn sie mit b beginnt und sieb bis a bin erstreckt. 

4 

Die Maasszahl der durch üb bezekhiietBD Sfrschs TeraehsD 
wb sBtwsder nit dem Zeichee -|- oder Nachdem aber Eine 
reu Beidee fcstgesetat ist, erhUt die Maaseiahl deiaelbeii Stre^he^^ 
alt mit 6 ae&ogend gedacht» das entgegengeoetate Zeichen: 

a6s= — 6a. 

. Diejenifire Richtun?]^, welcher das V^oraeichen -f- zugesproebeo 
ist, beiääi die positive (also etwa ab), die andere (6a) die D€' 
gative. 

4 * 

Demgemies rrerdeii- dano aecb alle übrige» Strechee aef der* 
eelben Geraden mit -f oder — veraefaeD, jenaehdem sie in Ibtel^ 
Rlchtnng mit ah oder mit ha fihereinstimmen. 

§. 168. Zusatz. Sind drei beliebige Pankte auf einer Ge* 
reden gegeben: a, 6 udd c» so ist allemal 

ee + = qh. 

Beweis. Liegt e cwischen e und 6, so ist der Sata an 
sieb einlencbtend. 

Liegt c über b hinaus, so hat man, weiches auch die posi- 
tive tiichtung sein mag: 

ac — bejaht 

also 

ac— (— c6) = «6, 

ae 4r eh^ah. 

Liegt e übet a hinaus, so ist 

116 es e6— * ea s eh^(*~'ae) s^ae-^eh. 

. §.169^. £rkl&ru.n^ Degtenig^ Auedmch»» dee ma» erhält, 
wsnp mmi tia. dim «Be^epehiHiiig 
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ac , 

a 

•tatt 4er Strecken ab und be ihre mit dem gehfifigeo Vons^clien 
▼ereehenen MaaemUen einsetzt» helsst dae Beetfanmongeverhllt- 
nies des Panktes c in Bezog auf «die Pankte a und 6, und wird 
von nne durch 

(«6, c) 

bezeichnet 

Die iStrecke aö heisst die Kundamentalstrecke, ac und bc 
sind die Abschnitte derselben. Die festen Punkte a und 0 sind 
die Greozpunicte der Fuudamentalstrecke, der wtilküriiche Pankt 
c wird ein Theilpunkt derselben genannt, lind zwar ein innerer, 
wenn er zwischen a und 6 liegt, sonst aber ein fineigetitlicber 
ode^ äusserer Theilpunltt. Ein Theilpunkt der ersten Art bildet 
aufliegende Abschnitte, durch einen Theilpunkt der zweiten Art 
entsteht ein anliegender Abschnitt bc* (Fig. 97.) und ein über- 
greitender ac\ 

Das BestimmungsverfaSltDiss eines inneren Theilpunkts ist 
negativ nnd zwar gleich — 1, wenn derselbe in der Mitte zwischen 
den beiden Grenzpunkteu Hegt. ' 

Das Bestimmungsverbftitniss eines äusseren Theilpunkts ist 
posiUv. ' 

Da nun der übergreifende Abschnitt niemals dem anliegen- 
den gleich werden kann, sq kann es keinen Theilpunkt ^> ben> 
dessen Restimmungsverhältniss positiv und gleich Eins wäre. 
^ Man hat aber 

ae-i-cb^ ab, 

eder' 

ae=zab be» 

mithin 

ac - ab 

Je grosser nun der Nenner be wird, deste mehr nftherl skh 

ab 

der Bruch der Null» um sc mehr näliert sich auch die Gleichung 




der Wahrheit. Hau sagt daher« ein Beetfanmungsverhältniss» des- 
sen Werth gleich Eins sei» a^ge den unendlich entflsniten Ptfniil as. 
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Liegen die Grenzpunkte fent, so ist jeder dritte Puoki durch 
#eia tiestiinniungsTerbältnias gegebeo. 

f. 170. Aufgabe» Eine Strecke ab (Fig. 97.) durch den 

oc 

Pookt e 80 zu theilen, daee das Verhältoia« ^ einen ToiKoeadirle* 

bellen Werth gleich m erhält. 

AaflöBung. Man «iehe die Willkarliche Linie nq, trage auf 
dieaelbe vnrn Punkte a aus die Länge m auf bis y> und von y aoa 
die Lange Eine» entweder nach derselben Seite bin bis werni 
m negatiT ist« andern Falles idiev nach der entge^engesej^aten 
Seite bis ß\ Zieht me nun die Linie pb oder füb ond dorcb y 
eine Parallele, so beatiniin^ diese den gesnehtein Theil|mnkt e 
oder c'. Ist m gleich Eins» so fiillt ^ wM a, ß'b mit oft «uamnen, 
dann wird ytf mit ab parallel, und der Punkt c' rflekl in ifiend^ 
liehe Entfernung. 

Bemerkung. UenjeiiigeR Grenapunkt» welcher im Zähler 
eines gegebenen tfeatimmnogsverbiltnisses stehle netmen wir den 
ersten. 

HU 

Das Verhältniss ^ ist gleich Null, wenn der Theilpnnlit e 

in den ersten Grenzpunkt a föllt. Um es positiv wachsen 
zu lassen, muss man c in die Verlängerung von ba treten 

QC 

lassen. Hier bleibt ^ beständig einr äehter Bruch und nimmt 

erst int Unendlichen den Werth Eins an. Denselben Werth be- 
hält es, wenn man sich c unendlich weit nach der entgegenge- 
setzten ö>eite in die Verlängerung von ab entruckt denkt. Nähert 
sich nuü aber der Punkt c von dieser entgegenget$etzteo Seite 

oc ob ^ 

her dem Plinkte b, so wird das Verhältniss j- = i -f- t- immer 

' bc bc 

grosser, da 6c beständig abnimmt. Fällte mit dem aweiten Grena- 
punkt ^ zusammen, so bat man 

ac ab 

% 

(IC 

SoU d^igei^ das Veriiältoiss ^ von Üliail ans negativ waeh- 

sen; s6 wird e Ton a ans In derRIchtimg a6-lbrtriclGen mtlsneii/ 
Man wird an einer richtigen VorsteUnbg gelangen» wenn man sM 
iHo' Verlängerung von 6a gleichsam als einen Kreiahogep denkt, 
der teH seinem Bnenditcb' entfemfeif Punkte an die Verlängerung 
fen e6 anettesi 
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pesshalb »»pricht nian auch nicht von zwei unendlich eotferD« 
ten Punktef), sondern nur von einem. Von einevii aussser halb 
gegebenen Linie lieejenden Punkte eine Gerade nach ihrem un* 
cfodJich entfernten Punkte ziehen, heisst übrigens nichts Anderes 
ala jsine Paraiieie zu ihr ziehen. 

J. 171. Erklärungen. Zwei gleichartige Theilpunkte (io- 
nere oder Süssere), von denen der eine so weit vom ersten 
Grenzpunkf entfernt ist, wie der andere vom zweiten, wie c und 
€f (Fig. 98.), heissen s^ymmetrische Theilpunkte. 

Zmatu Üi» «ff gteiebe Welse mgeseitUn Bestlmiiiiingi- 
«erlfXlYftiaire dewelbeti aind rffciprek«> Wertbe 'Von einander mid 
mngekebrt: »Ind dfe BeetinrniungsverhlltniM «freier Tbeilpnifkte 
reiHprfilie MlWthe voo «iMder» iro sind sie ejuuiietrieehe Tbell^ 

punkte. • 1 

In der Tbat ist 4ic=6c', so ist auch ae'=6€, mitbin ist 

ac - üc' 
bc ' bc' 

§. 17% Erklärung* Sind drd Yon einem Punkte O au«- 
laufeDcie äbrabien OJ, OB» OC gegeben^ so beisst das Ver- 



das iiestlmmnngsverbSitttiss diss Strabls OC im Bezug ^ 

Strableii OA und OJB (Fig, 98.a.). 

Oie Winkel AOC und BOC werden iniiner als hohle Winkel 
vonuisi^Betzt Die Fnndamentalstrablen OA und OB denken wir 
ime von O aiiB'naeb einer bestimmten S«te bin gesogen; dagegen 
bleibt es för jeden dritten Strahl ungewies, nach welcher Seite er 
sieh 'erstreckt. Jeder Strahl OC und seine r&ckwSrts gehende 
TerÜngerang OO werden als ein Strahl gedacht. 

Wird nun festgesetzt, dass ein Bestimmuni^sverhfütniss positiv 

oder negativ sein soll, jenachdem der dritte Strahl wie OC in 

Fig.99.ausserhalbdeshohlen Winkels JOB, oder wie OCinFig.99.a. 

innerhalb dess^ben liegt; so ist jeder dritte StraM seiner Lage 

nteli ve41kA8Haen bestimn^. Zieht man nämlich z^iisdien OA un4 

M neeh .e»en..Strabfr,0« (Fig. 98. «^.J, ee i^ird sich m}^^ 

. 4 — .... . b\uAD . ,,,, . w^A^ 

zeigen, dass.das Verhältniss ^\^^^ verhäUms» jy^^ 

veisebleden sein muss. . i.t^ < 



« 
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' Mar» Hille von einem iielietti^en l'unkte m in der Richtung 
OC Lotli« mk ond ml auf die Faodamentalstrablett, nnd Klebe 
sodann mm' paraltel mit Oä bis zum 8trabl Vmi m' ßlte 

man die Lothe m'k und m'/'. Alsdann ist: • ux, . 

mk AC 



Ebenso 1^ 



mfk' 81 D AD 



flttft aber ist m'k'^mk; dagej^en kann m't nicbt gleich ml 
Bein, weil sonst mm' auch parallel wäre; folglieb wird aneh 

»lÄ , , , , - m*k' \ 

— > meniale gleieh --nr Mitt. 

ml mk t . 

. 173. Erklärung^ Man erhalt ein perspectiviscbes Dop- 
peiverhältnii» zwisciien vier Punkten ö, c, wenn man zwei 
derselben. a|s Grensppnhte« die. beiden andern als Theilpanlte an- 
sieht, Qttd das BeetinimuDgsverbaltDiss des ersten Theilpunlkts 
darch das gleieh ai^esetzte des andern dividirt, alscT 

t • ' ac ad .1 

♦ 

' *»' ' ' bc öd . . . ^ I »I ... • , I I 

Üer Ansdmcl »fgleie^ angesebt^' soll dakäo' erlnnieAi, 'dk^ JeAer 
der beiden GreMpankfe in lieiden 'VerliSIbtlMeo dieselbe Stelle* 
haben muss. 

I oc * 

Das vorstehende Verbiltniss ^ beisst das obere, das fol- 
gende aber das untere. Wir bezeichnen das Doppel verhältiiiss 

■ 

i . ac ad 

' ■■ . iü-id , 

• 5 

der Kürze wegen durch (ah, cd) und sprechen aus: Upppelvsr,' 
h&ltniss abcd". 

In gleicher Weise entsteht ein Doppelverb&itniss zwischen vier 
Strahlen« . , . . i 



ZuMÜite 1* Das Doppelverbältniss (a6, cd) ist positiv» mi 
die lieiden Tbeilpunkte gleichwertig (zugleich innwe oder Süssere) 
sind, im entgegeugesetzte^-FalJe negativ« Für den Werth ven 
(ab, cd) ist es also auch gleichgültig, ob man ab oder ba als die 
positive Richtung ansieht. 
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2. Ifit {ab, cd)'=^m fregeben, so ist durch drei von den vier 
Punkten rr, ä, c, d allemal der vierte bestimmt. Ebenso ist durch 
drei Strahlen uod eio gegebeue« Uoppelverhältuiss der vlfct« 
Strahl bestimmt. > . 

3. rsr deo W«rth des DoppelvwIilltiiiMes 

SSBe = «iiiÄS (AB, CD) 

ist 69 gleichgültig, ob man statt eioe« der Fundanientaktrahleo 
oder der beiden Theilstrahlen seine über das Centrum bioaut 
gebende Verlängerung nimmt. 

Nur die ernte Behauptong bedarf eine« Nachweises. Nimmt 
man aber s. B. statt des Strahls OA (Fig. 08. a.) seine Verlinge- 
rasf^ Ojt, so;b«h«lten die beiden VerfaftlUiisse 

sin A'C sin A'D 

BinBC niuBB 

denselben absoluten Werth wie vorhin, ueil Nebenwinkel gleiche 
Sinus haben. Beide VerhäUni^^e nehmen aber zugleich das ent* 
gegengesetzte Vorzeichen an; folglich bleibt das Doppelverbält- 
nbs ungeäodert. 

§. 174. JJauptie hrsatz. Wird eine Gerade (Fig. 99.) von 
vier Strahlen OA, Oli, OC, OD, dieVon einem Punkt O aus- 
laufen, in den Punkten a, b, c, d durcbsöhnitten , so ist ein be- 
liebiges Doppelverhältniss zwischen den vier Dnrchschnittspunkten 
allemal gleich dem entsprechend angesetzten Doppelverhältniss 
der vier Strahlen: 

ae ad slnAC sinAD 
bc ' bd sin ßC' sin BD' 

Beweis. Man fölle von den beiden Theilpunkten c und d 
Lothe auf die Fuiidaraentalstrahlen : ck, ci, dk' uitd dt. Alsdano 
verhält sich 

1) aeiudssek:di^, 

2) keibdssckidi*. 
Htorans felgt: 

^ od ck dkf 



Nun aber ist: 



•ii 
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ekt=Oe.tiaAC, dizsOculuBC, 

folglich : « 

' - ' ^ . ae ad Bin AC sin AD 
iö'bd'^^BC' ^BD' 

!>!•• Uabereinstiauonung der Voitet^beD ist ap «ich einienchteud. 

Zmatx» Uqi den Satz auch bequem auf den Fall aasdehnen 
tu können, wenn die Transversale einem der gegebenen Strahlen 
etWa OD parallel sein sollte (Fig. 99. a.) , dazu dient die 1< iction 
eines onendlicb entfernten DurchechDÜtsapunktes i2, dem eben die 
fiigeDBcbaft beigelegt wird» dass er von allen im endlichen Räume 
gelegenen Punkten gleich . weit eatferat sei« Dadurch bleibt die 
eben geweuoene Gleichung 

^ ac ad sin^lC . sio AD 

öc 'bd" BinBC '^öBD 

auch fiar diesen Fall richtig. 

Denn «igenemmeD» die aufgestellte Gieichung trftn nicht 
richtig» wenn man dem Ausdruck ^^'^ Werth Eins beilegt» 

' ad 

sondern man mfisste» um ihr an genfigen» j^i^^m nehuum, se dass 
man nun hfttte: 

ac _ sin AC sin AD 

so liesse sich auf der Geraden 06 ein bestlonater Punkt df in 

endlicher Entfernung finden» für welchen wäre. Alsdann 

bitte man alse sueist; 

ac ad' s'w AC 8in AD 

und auch, wofern man durch df. den Strahl OD* adge» wie vor« 
hin bewiesen: 



hc ' bd* sinSC * sin BD 



Also wXre 
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«ras maogUcb ist 

Fotg e rungen. 1) Weno zwei FuniitretiieD abcii uod affc^d* 
(Flg. 99.) p«n$pecti?i««k liegeo, «• ist 

SOI 



kl oAe paraUeft OD (flg^ittLa.) sa irt 

ttv ad a<; 



ay ao 



be- .. 



3) Wenn swei SttalileDMacbd O.ABCD mmO'^A'B'OD^ 
(Flg. 100.) axial Itegeo, ao bat man* vvofeni 6, e uod il die 
Ptokte dadf in deoeo aieli die entapreehendeo Strahlen schneidea: 

ac ad B iuAC , sin AD sin^'C . sio A'/y 

CJmgeltehrt; 

1) Zwei pQfiktreihen von je vier PunItteD mit gleichen anf 
gleiche Welse angeaetaten Doppehrerfaättnlssen liegen perspecti* 
▼iach, sobald aie doen gemeinsamen Punkt haben oder aaek 
wenn aie mit drei Paarön entsprechender Punkte perapectiviseh 
liegen. 

2) Zwei Strablenbüscbel von je vier Strahlen mit gieicbe» 
Poppelverbiitniaaen liegen axial« . ween sie eineo gcmieiiMehaftü- 
chep Strahl haben» oder wfuin sie mit drei Strahlenpaaren axial 
liegen. 

Zusatz. Zwei Punktreihen mit gleicben Do[>peiverhäItni8sefi 
sind also entweder eonforni oder propoftional oder congruent. 

Proportional sind de» wenb ausser der Gleichung 

bc ' bd~¥c' ' b'd* - i 

noeb die Glelcbbeit dai eütgebwn. VerhUlInlinc vorhanden ist: 

ae a'c' ad a*d' 
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Congra^nt tiDd sie^ wemv ibei^le» Ztfiler mit ZShler» Nenner 
mit Nenoer fibereinstiinmtt 

Nennt man conform zwei Strablenbüschel, die zu einander iu 
axiale Lage gebracht werden können, so wird die Congruenz hier 
ein besonderer Fall der Conforniität, wi«ä sie bei Punktreihen ein 
besonderer Fall der Proportionalität ist. Strahlcnbuscbel mit glei- 
chen Doppelverbäitnissen sind liherhanpt conform. Sie sind con- 
form und dabei zugteicb eongruent, H'^qd .die £}Dselverbältn|see 
paarweiee übereinstimmen. 

' {. iTS. LektM&Ue, 1) Ein DoppelverliiStnItfs (aj?^^ bUm 
nngeändert, wenn man die Grenzpunkte mit den Theilpunklten 

vertauecbts . . . • 

Denn es ist >, - 

vf,€td ay^3y yu^yß 

^) Ein Doppeh urliältiiiss geht in seinen reciproken Werth 
über, wenn man die Grenzpunkte oder die Tbeilpunkte unter sich 
umstellt: 



Denn es ist 



. fr'ß9-t.M~ti:^: .. . \ ...... 

«y «fd pd py 

Zusatz, Folglich bleibt ein Doppelverhältniss uTi(»eJindMt, 
wenn man die Grenzpunkte und die Tbeilpunkte zugleich umsteÜt: 

(aß, y^ = ißay öy). 

3) £in Doppelverhältnis« |;ebt in seine Ergänzung zur Einheit 
6ber, wenn inan efnen Gmupmilrt nit 4em nngleieliftto^ligeo 
TMipmikt n^rtauseht; "* ' ' ' * - • . 

(«ft yd) + (dfty«)=:l. 

Es sei (Fig. 99. a.) die Traosvevsale abe dem ijtrabi OD pa- 
rallel. Dann ist 
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ac ea 



Füra Zweite bat man 

3) (aß, ya) + (dft ya) =2 (yd, uß) -I- (ya, 9ß); 

der zur Rechten dieser GleichaDg stehende Ausdruck ist aber 
oacb 1) gleich Eins. 

4) Vertaascht man aber einen Grenspnnkt mit dem gleleli- 

&telligen Tbeilpunkt, so ergänzen sieb der reciproke Werth des 
gegebenen und derjenige des neu gebildeten Doppelverbältnisse» 
snr £inheit: 



Dean «s ist 



Anmerkung, tm Gknseo sind 24 ?nrsehleden angesetnte 

Doppelverbältnisse zwischen Tier Pankten mOglich« Nach den 
voranstebendeu Sätzen lassen sich aus einem derselben die abrigea 
ableiten. < . ' 

§. 176« Erklärung, ßln Doppeivßrh&ltniss beisst hnrmo- 
niseb» wenn es gleich —l hit« sonst aber anharmonisch. 

ZutM^ite. 1) Bei vier harmonischen Punkten abcd (Fig. ,99.) 
Ist das Rechteck ans ^dem grössten Abschnitt od und dem mitt- 
lefs 6c gleich dem Rechteck aus den beiden äussern Abschnitten 
«6 und ed. 

Ans 

• ' ab ^ad ^ . !. 

cb ' cd'^ * 
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i 

£tlgt unmittelbar: 

2) Das Recbteck aos den beiden übergreifend«n Abschnitten 
ae vind bd ist doppelt so gross, wie das Kediteck aus den beiden 
äusseren Abschnitten. ; . • 

Man bat 

» i (aci •bd^:\"(abr,ed)9zlt 

• ■« • 

mithin, wenn {ac, bd)=.-^i ist, 

^ ■ ' tut • • • • 

ffierana folgt: ' * ' 

ac •bd = 2.ad.cb='l.aö.cd, 

-" f. 177. Lehrsatz. Zw|i Punktreiheh Ton je vier Punkten 
üebd und a&b'd* mit dem gemeinsamen Punkt a (Pig. 102. a.) sind 
allemal harmoniscb, wenn sie io Bezog apf zwei ProjecttoDaceotra 
m und II peropectivlsch ll^g^n. 

Beweis. Man bat wegen des Centrums m: 

1) (a6, ed)=z(ab', e'd'), 
und wegen dea Centrame it: 

2) (ß6, cd) = iaü\ d'c'); 
wm Ist 

fbiglich kommt, indem man die Gleichungen 1) und ff moltiplieirl: 

(ab, edj^^i. 

Hieraus folgt 

{üb, ccO=dbl* 

Da aber das Zeichen 4 nicht Statt haben kaun, &o hat mau 

(06« €4) s= 1. 

Berner kung. Ein Viereck cdd'e' (Fig. 102. a.) wird vervoll- 
ständicrt, indem man seine Gej^enseiten bis zur Diirchschneidung 
in a und w verlänQ;ert; dio (lorade am ist die äussere Diagonale. 
Man ^i^ht sogleicli, dass jede der drei Diagonalen wie cd* durch 
dl^^'beiden andern harmonisch getfaeilt wird. - 

.Um so li» 6 und d den Tierteo' harmomscben l^onkt zu (jaden, 
kann man cm und dm wtHk0rlieh' sieben und sodann den Punkt 
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n beliebig auf »716 wählen. Di« Geraden cn und ' dn besthnmefi 
die Punkte d* und &, und die Gerade c'd' den geauchten Punkt o. 



1 §. 178. JBtklBtMmff. hl awei eonfAfv 
gMit> man die Gegenpunkte, fTfloii'.Mii axF«l mit den fUchtungeo 
dieser Reihen parallele Projectionsstrablen Otf .und Qv ziebfei 
(Fig. 101.)* 

Die Gegenpnnkte sind also <iiejenigen Punkte» denen in der 
andern Reibe der nnendlieh entfernte Punkt entspricht. 

{. 179. Lehn atz. In swei conforra liegenden Punktrethen 
geben die Entfernnngen der .Gegenpunkte von je swel entupre- 
chenden Punkten ein conetantes Prodnet (Fig. lOL) 

Beweis. IVlan hat, indem man durch oo und ac' die unendlich 
entfernten Punkte beider Reiben, ^urqh . a i^ree ger^^insiunen 
Punkt beiseicbnet : . . ... > 



also» wegen 



woraus hervorgeht: 



au . av . 



Dies fol^t auch leicht aus der Betrachtung der äbniichen Dreiecke 

Üuö und Ovb', in denen sich verhält 

6if:Oe = Ott:6'e. >Ü 

§. 180. Lehrsatz. Umgekehrt: Sind zwei Punktreihen aöcu 
und äb'c'v mit dem gemeinsamen Punkt a gegeben und ist 

au*av^hu,b'v^cu,&p n. s. w., 

so liegen die beiden Reihen a6e.... und ,,.i''.^inifitM 

Beweis. Construirt man das Parallelogramm Ouac, so wer- 
den 6 und b'f c und & in gerader Linie mit O liegen. Denn an- 
genommen, der Strahl Ob schnitte die Gerade ab' statt im Punk^ 
6' im Punkte ß, bo wäre nach dem vorigen Paragraphen 
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^ $. 181. Zt«5tt<2. Werdeft zvräl f^t^lttteiheff «irort*^ je ^i^i 
Punkten abe und als cönform auf emander bezogen» seiMUd* 
die Gegenpunkte beider Reiben volllcoinnien beetimint 

t :ß e w e U. Man denke sieb die beideii, fieifaen abc uDfl a!bfc\ 
in eine solche Lage gebracht, dass a\ mit n zusamnienfällt (Fig. 
101.). Wird nun vom Durchschnitt O der Geraden bb' und cc* 
zuerst Ou parallel mit ab' und sodapn Ov parallel mit ab gezogen» 
60 iat ' 

atf.ao=:6i«.6't}=ctf.c't;* - .«insiii* U 

6abe ea Htm 'in der Reibe 'U^e^ >necb iein^Bn PunU' e^ vebt der 

Beschaffenheit, dasa man ebcrnfillcr> h&tteb ' : ui i '{ i 'ic/l 

Ott . ae' = 6» . =: . e V » 

so müsst{^Ti die beiden Reihen abc unfl ab'c' noch in Hezug auf 
ein zweites Centrum O' peispectivisch liegen, welches durch die^ 
aus v' mit ab gezogene Parallele n'O' bestimmt sein würde. Dies 
ist aber nicht möglich, da die Geraden bb' und cc' nur einen 
Durschnitt haben können. Ebenso wenig lassen sich u und v 
zugleich mit «wei andern Punkten u' und v' der zugehÖrif^-.Reifi 
b«a(wer^8elieti«i^ dams^ffiD dieaellMeni'die.GlieieteiBgen'i -Mh uo / 

existiren könnten. '* 

Änmerknng, Der Beweis. des voranstebeoden Sataes zeigt 
zugleich, wie man zu Terfabren bebe, nm die Gegenpunirte der 
beiden, ,ai|f einander bezogenen Reiben a6c iAkd a'6V zu finden.. 

Ä:Ufgabe^{Wtrd immöglich, ;nreni^ ^fc . ,p_nd a'6'c^ proportional^, 
Reihen sin^. Aenn alsdann wird» Wenn a* mit ^ ^^^m^f^f^lf^ 
66' mit cc* parallel. 

'"'^^ il^'^iü^ der Gegehpuiiktö, etwa gte^öb^n, so Jtiifeli in 
^ t^eideh als cotifortn auf einander su bedeh^den Reihfe^ 
ito^Mf kw^i ^nkt« wmkarUeh^enetouyiK w^M» 1^ a uiUff 
e'« 6 und b\ Dann legt man ^i4»d^ - ^m''al8'-ljbttp1lertm'^ |^ 
setzte Punkte (a mit oO zusammen«, zieht von u aus eine Paral- 
lele mit a6' und sucht deren- Dlircl^chnitt mit der Geraden bb*. 
0ie durch diesen Durchschnitt O init ab gezogene Parallele Of> 
bestimmten Gegenpuiili|i«tf''mif <i'> ' c*^ ' - 

12' 
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diod beide Gegenpuukte u imd v bestimmt, so iät>fMir eiu 
Paar voo Puukteu, a und q', wilikärlich zu liestiminen. 

§. 182. Aufgabe, Zu drei gegebenen Punkten (Fig. 102.) 
einen vierten zu bestimmen, so tiaf s ein auf vorgeschriebene Weise 
angese^tes Do|ipelyj^rJ|MUtni.S6 einen g^gebeneu. y^jertb, giei^cli k 

Auflösunc^. Eh sei ausser den beiden Grenzpunkten a und 
6 noch der erste Theilpunkt c gegeben, und der zweite Tfoeil- 
pankt d n&eb der Gleichung . ' . .* 

♦ "rt ' ?£i5!^— . A ...... 

XU bestiiumen. , . ■< . . . - ' 

>*. Blan siehe, äoa 6. die wUIkQ^Uebe Linie k»t i>eatiiBme : de» 
Peakt y auf 6« gemSss der Gleloheng 



d. Ii. 



6y * . ' 



I <n , 



-.1 



und suche sodarin den Durchschnitt O der (leraden aa und ey. 
Von diesem ziehe man nun die Gerade Od parallel mit oy; 
Ist ihr Durch nitt d mit der Geraden a6.der gesuchte Punkt 

Wäre ,■ , 



ac 



6c ^ 



so wurden aa und f^y parallel werden. Dann wird die Aufiusuh^ 
unmöglich , oder, mit ^andern Worten« der gesuchte Punkt iat,d^ 
aneodiich entternte. ' 

Ist d gegeben und c gesucht, so verbindet man den willkühr- 
üch ausserhalb der Richtung ab genommenen Punkt O mit li,.^ 
und d, zieht zwischen Oa und 06 die Linie 6a || Od^ und |^fl#|jviipp^ 
den Punkt y gem&Bs der Glächung - 



le Gerade Oy triit den gesuehtea Piiiilct'«^: 



1 
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Jetzt wOrde die Aufgabe uimiöglich werden, sobald man hätte! 

•.I" • , . , bd , k . ^ 

Anmerkung. Man kann sich auch Tofst«llen, daaa lämn 
der Grenzpunkte, etvra 6, m unendHeber Eittfertfaiig^ liege. Abdam 
ist die Gleicbeng ' ♦ 

ac ^ad 

Fe' öd"** . 

non fo^ft^ jet. gleiebbed«fiilettd üBit 

uciad = k. 



t 

4 



T«B tov Conformitftt der Figuren Im AllyeneliieB« 

# 

§. J83 Lehrsatz. Man erhält (Fi». 103.) zu einer !»egebe- 
Iten Fl^iiT aöcd.... eine mit ihr coofonu liegenrfe F'ii?m , wenn man 
nach willkörlicher Wahl eines Cenfrums O und einer Axe 2LY 
zu einem jeden Punkt a der gegebenen Figur den entsprechenden 
Punkt a' so bestimmt, dass die Strecke des durch a und a' ge- 
henden Projecti-Misstrahls, welche zwischen Centrum und Az» 
liegt, von den beiden i^]nkten nach eioem- Doppelverhältoles vee 
«eoatantem Werthe getheilt wird. 

Der Beweis werde schon früher für den besondern Fall des 
baiHDQiusoheQ VerbSltnUses geführt und ist leicbt zu ?ei^ll- 
geoielffero,. . ; 

Anmerk wnQ 1. Män kann hierbei folgendertnaassefiTeifahreD: 
Nachdem mab ausser der Axe* uiid dem Geiitrum auch noeh den 
Punkt a* auf dem ProjeetioDsstrahl Öii wiltlftrlfeh angenommen 
bat (Fig. 103.), rerbindet man e mit einem andern Punict des ge- 
^benen Systems 6, der aber nicht auf dem ProjectionsstrabI Oa 
liegen darf. Verlängert man nun o6 bis zur Durcbschneidung mit 
<pr Axe XT in m, und' verbindet m mit a'; »o bestimmt die Ge- 
rade ma' auf dem ProjectionsstrabI Ob den Punkt b'. Durch di© 
DMen Punkte b und b' Icann man nun auch auf dem Strald Oo 
Mellig Weie Paare von entsprechenden Punkten in derselben 
Wpise bestimmen. 

- Anmerkung % ist das eonstsnte . Doppelverh&ltniss . das 
bannonisdhe, se erhält man wiederum swei Systeme in €onfor« 
nitätslag^ wenn man eins der verhändeueh mit einem oongtueu- 
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teo; System vertauscht, das mit ihm in Bezug aut die vofbandene 
Conformitätsaxe affin liegt, oder, was dasselbe sagt, wenn raan 
das eine System so weit um die Conformitätsaxe herumdreht, 
bis es wieder in dieselbe Ebene fallt. Alsdann tritt der beson- 
dere FäH ein^, das« das Conforraitätscentrum in die.Axe fällt, uod 
9&\^'.aT erhält man d^« n€}UQ Centrum P, indem m^n .von dQ(q^f^^| 
Ceotrum O (Fig. 103. a.) ein Loth auf die Axe ^ftf.tOÜtti . 

Es sei 

(Om, aa') = —1, 

indem m den Dnrcbsdmitt 4ai(. SIrallte Qo^^vtSt den^Axe ll^F 
bezeichnet. , 

Fällt man mm von a' das Lotb afp auf XY und macht die 
VerlSngerang dieses Lothes jfw:=pa', so ist 

e 

äbcr P das Centrum eines harmonischen Bäscheis ist mit 
dep Strahlea PO, Pa, Pp und Pa', in welchem zwei zugeordnete 
"i^^abl^n PO und Pp auf einander senkrecht stehen; so halbirtPp 
#uch den Winkel aPa' , und somit muss Pa mit /^a zusammenfallen. 
Das neue System aß,.., liegt folglich mit dem System «6.-. pef* 
spectivisch Rücksicht auf da$ Centrum Py indem wir uns vor- 
stellen, dass jeder.^qeri^.Paokt- in d«rfelhe,n 3ezj^hi||)g z^^' 
stehe« wie a zu a'* {.tfi)». i • 

• " Nun aber werden sich die Geraden ab und a!b' u\ einem 
tränkte m der Axe XY begegnen; ebenso müssen sich a'b' und 
aß auf XY begegnen, da diese Gerade Alünitätsaxe für die bei- 
i^en betrQflre.nden Systeme ist ; folglich , geht a/J . eb^nfalla «durch 
den Punkt m. Es also das System <|6«v ftUCjl axial^,|n|t d^ 
3ptej09^j»/?....,An; Eeaqg aH^,die A^^ . . ^. 

§. 184... i^ehrsatz. Umirekehrt: Bei je zwei conforrn liegcn- 
4iien Figureq w|rd .die Strecke jedes Projectionsstrahls , welche 
zwischen Centrüm und Axe .liegt, von zwei entsprechenden Punkten 
afj,e^al so gethe|it^..df88 «Sw aus dieser Theilung hervorgehende 
i^ppelverhältniss einen unveränderlichen. Werth behi|(t .Wir 
neDiien dieses poppj^lverbältoiss das ConförmitStsver^ltaisft^Jifl^ 
k^den ¥igiiren. ' NatiirÜ^ beim 'Ansatz . dessellier) claraiif 

geachtet werden, dass die zu einem System gehi^rigen funkte 
imhnef • dieselhe^SI^ erhälten^ zu wdicbeii End^ «wir .ena^ltt*. alle- 
mal eins der Mden ^gegebeaen' Systeme, als das erstem d»a*ndff« 
akD.d«s.«zweite fiBStausteHene.bahen. ; ». i ' . ..wi<»i'i> 
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* 

Die' Wahrheit der aufgestellten Behauptung zeigt sogleich die 
Figur 103. Hier ist, wenn y und r die Durcbschnittspunkte der 
Strahlen Oa und mit XY ji^ezeichnen, 

Anmerkunff. Liegt das Centrum auf der Axe, so wird das 
Conformitätsverhältniss hamioniscb , sobald man eins der gegebe- 
nen iSysteme nach der entgegengesetzten Seite der Axe verlegt. 

Dqpkt man 3!eli ift Fig. 103. a. die beiden Systeme oA..» und aß^* 
al« die g;ege)i>eiicii^ das System a'6Vr« couj^eat mit «jSL*. and in; 
AfluiltätaijBi^e mit demselben In Besag aqf die Axe X¥, so anas 
fif^obar auch a'b'^ ndt axial liegen« Nun seien e, fsf 
die Punkte« In denen ein Im vorausgesetzten Conformitfttscentrum 
P anf ÄT errichtete« Lotb die Geraden ab, aß, a*h* dorchsehnel- 
dit« daiMi' ist wegen des Centrums Pi 

folglich aind auch die Reihen ahcm und a'b'c'm in pers})ecti\ischer 
Lage. Weil man nun aber statt des Punktes b jeden andern 
nehmen kann, so folgt, dass das System ab ..^ mit a'b' perspec- 
ttYiscfa liege. 

^ Was nun das Conformit&tsverhältnlss anbelangt, so ist klar, 
da#s die Hier Strahlen PO, Ai, Pp^ Ptif barmonlscb sind, da der 
WinM OPp w Rechter ist, und der Wibkel oPa' dn^eb Pp 
balbirt wird. 

{. 186. Folgerungen, 1) kt das obwaltende Verbfiltniss 

(Om, aa') = 

in wird der dem Punkt m eaitsprecbende Punkt In nnendlicke 
Bntfemuag HIeken, sobald man hat (Fig. 104.): 



ma 



Die sämmtlichen Gegenpunkte des ersten Systems werden also 
aifC eii^er (Cverajdeu Hegen RS, welche der Conformitätsaxe pamllel 
ist. Wird von. O das Loth Gr auf die Ax0 gefUlt, und Ist p 
te, Puieiwcfanltt diese« liSthes mit der Gegeaaxe BS^ so bat 

^=*- 

Aa4er^4;seitS ^föckt der Punkt a des ersten Systems in unendliche 
Entfernung, sobald die i4age des Puid^tea o' der Gieicbung 
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gemSss ist Durchschneidet also das Lotii Or die Gegeoaxe des 
sweiteo System« I7F in so ist auoh 

■ 

' Aus den Gidcliungep 1) und 2) folgt nun, dass die Mdeo 
Gegenäken BS und C7F'in Besug auf das Ceijitniin' 0:<ihd die 
Gftnformitfttsaxe JITF 83rinmetriseli liegen » d. h. dass sie entweder 
beids KWtscfaen Aze und Geiiti^ani oder auss'Srhätb liegen , und 
dass die eine so weit Tom Centram entfernt Ist, wie die älid^ 
von der Axe. • ♦ • 



Liegt das Centrum auf der Conformitätsaxe, so tiedndeD.sii 
die Gegenaxen'zu beiden Seiten in gleicber Entfernung von der- 
selben, da beim Umlegen des einen Systems um die Aze das 
C/j^nforfpitltsTerbSItnlss barmoniscb wird und also die .(j>egen«iia 
asusammenfallen. ^ 

m 

^2) Jede Gerade des einen Systems ist dem ProjectlonsstraU 
parallel, welcher durch den Gegenpunkt der andern gebt. 

3) Es seien (Fig. 104.) « und o' «wei entspreehende ^ofcte, • 
am nnd a'nt swei entsprechende Gerade, die sieh Im Punkte m 
der ConformitStsaze begegnen, « und t endlich seien die GegeH^ 
punkte dieser* beiden Geraden, also > , 

OsHa'm, Ot II am. 

Der Punkt o\ den wir jetzt als einen Punkt des zweiten 
Systems ansehen, Uisst sich auch auf das erste System beziehen. 
Dann ist der Gegenpunkt der Geraden a'i» nicht mehr der Punkt 
<, sondern der Punkt in welchem sie von der Gegenaze 
des ersten Systems RS geschnitten wird. Die entsprechende 
Gerade des swelten Systems m« geht alsdann von fn'ans parallel 
mit Oi'>. So lange nun die beiden Punkte t' und i hiebt isusste' 
men&llen, wird auch ma nicht mlt ma und c; nicht mit d'sosain- 
menfallen. Folgliefa werden zwei in Gonformft&tslage befihdliebi 
Figuren nnr dann iuTolutoriscb liegen, wenn ihre beideii' 'Gegsn* 
azen snsammenfalien, d. h. wenn das ConformitStsVerh&ltoiss 
monlseh Ist. 

. 4) Wenn den vier Punktei| ahcd auf einer Geraden' die vier 
Punkte ü'b'^^d' entsprechen ^'«so ist allemal <> : > . 
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Dasselbe gilt natürlich auch von affinen Systemen. In confprmen 
Systerueii werden sich aber im Allgemeinen conforme Punktreihen 
entsprechen 4 und nur in dem Fallö proportionale, dass beide bei 
per^peicti?lsch.74xi^er l^et beicf^ Sy^te^^ d^r. panforiiji^tä^^^ 
parallel sind, , . . 

' ßbeniM» •Dtap#6€AMi sich in conforrtien, sowie quch in «ffiDe» 
SjrMeiiitfll 'oonfotiMi Slrahleobteebel. lo ähnlichen uAd eoiifinieo** 
ten Systemen slod entsprechende Bfiecbel allemal eongraent* 

5) 'Hat man zivei entsprecheude Gerade am und a'm, die sich 
in m auf der (Jonrormitiitsaxe begegnen, und sind s und t die 
Gegenpunkte dieser Geraden, so ist das l^roduet a«. a't constant 
für jede^s Paar entsprechender Punkte au>f den ^etaden 
ci and a't, und zwar gleich am, a'm. 

Denn wegen der Aebnlichkeit der Dreiecke 0$ä ond Otaf ver- 
hSAt eich . 

Fällt man von zwei entsprechenden Punkten die Lothe üJ* und 
#!i:an( die bteti;e|rend«ii ^egieniULeii« so \»t dae Product , . , 

cboetant und hat denselben Werth für alle Pnnkte der gege* 
benen Systeme. ' 

Denn es verhält eich offenbar 

1) as '. tns =^ ak . rp , ' •»•• 

aleo erhält man, indem man zusanimeoeetzt : 
INun aber ist 

fialglidl auch ... w . , ■ ' . . ,.. ...... ...j^ 

{. 186. Lehrsatz. Zwei Dreiecke in Centralperspective 
mnd allemal In Cenformititslag^ wertn eie ideht in Aehnlichkeits- 
lage sind. ...... 

Beweis. Es sei (Fig. 103.) m der Durchschnitt der Geraden 
ab und a'6', n derjenige von ac mit a'c', endlich fj, r und * die 
Punkte« in denen die Gerade mn von den Projectionsstrablen aa*. 



I7.b £s8eu: Vorscättde der neuern ütameirUt imiies>^ei9g ikmtHL 

bb\ cc' getroffen wird. t>a die iieibe Oaqa' mit Obrh' in Bezug 
auf das Oen^ruin m, mit Oc9& id Bezug auf das Centrum n per- 
^pectivi^ch. liegt, so ist ' ' ' < 

Die beiden Ueilien Oörb' und Oc^c' haben also srleiche Doppel- 
verhältnisse, und da sie den Punkt O gemein habe»., so liegen 
816 ebenfalls perspectivisch. Es w^rdeo sich also bc und b*c' in 
•ineiu Paukte ilesiGeiradeu nm tieien» km^e «Bit um fsrai- 
lel seiii«,' ; : .. . ;> . . • i. 

^- Anmerkung. Der Satz ii;ilt auch, wenn die Gerade ntn 
durch (las Centruni O gehen sollte (Fig. 105.). Denn angenommen, 
der Durcbsebnitt der Geraden bc und b'c% welcher heissen mag, 
läge nicht auf Om, so würde aus dem vori<^en Beweise hevor- 
gefaen, dass n auf mp läge* Also könnte mn dann ebentalis nicht 
durch, gebeu. *. * • 

§. 187. Lehrsatz* Umgekehrt: Zwei axial liegende' Drei- 
ecke liegen aaeh allemal perepeetlTlsch. 

Bev^eis. Deiin insofern man den Durchschnitt m der Gera- 
den ab und afh' (Flg. J03.) als Projectionscentruni ansieht, hat 
man zwei perspectivisch üet^ende Dreiecke /766^ und naa^ Dem- 
n^i^b müssen die Durchschnittspunkte der entsprecl|eQdeii Seiten- 
pääre, d. b. O, e und c'> in gerader Linie liegen. '* . 

Dasselbe würde Statt finden« wenn bc ni^d J&V der Gerolden 
mn parallel wfiren, wo man dann awel Dreiecke in Parallelper- 
spectlve haben wffrde, mb¥, und «W« 

§• 188. Lehrsatz. Zwei beliebige Vierecke, die nicht affin 
(also auch nicht ähnlich ^er eongruent) sind, können immer als 
conforme Figuren anges^beti werden. 

Beweis. Es seien )Scd und a'b*&d' (Flg. 106. und 106. a.) 
die beiden gei?( iM iien Vierecke, /' der Durchschnitt der Geraden 
ab und cdi f derjenige von mit c*d** 

Man bestimme die Gegebpankte der beiden Reiben a/!^.M 
«y^ft^ und ebenso diejenigen Fon efd und ^fd\ Sind diMoIben 
der Reibe nach m, py « and q\ so bat man also: 

2) fn.fq=ien . €'q=zdn.d*q. ^ *" 

' ' Die ßende^ nm und pg md^ wje.^ sk^b, später zefgen wird^ 

^^•ww ^^<fv^f:% MV '.'u .m: 1. V, .n.^,;* 



« 
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-l. Man constmire ük«f <inn d^s .^mnOco ^p^^f M^n^ über ptj 
^ O cv A 'Ml?/* Qmfn, ' Wid fp Q!.q äbp(iqhe System 

Jefxt xiebe mau /^'^ ' parallel kl«;'0o dasspV d^naelbiMi Ab^ 

atand von O bat, vie wi« aabme den Pankt O zam Cto- « 

formitStscentrom und die i^e ao, daaa mii and ^ 

t genaxen frerden kuiinen, zn' welcbem* Eada erforderltcb iat, daaa 

im und p'q' symmetrisch gegen O and JT Fliegen. GAoatnilrt'iiiaii 

hiernach ein mit ubcdf conform liegendes System aßydg) , 'ao be* 

baupte ich , dass dieses dem gegebeuen System afb'c'd'f* cou- 

gruent werden wird. ' - . /i • 

* ' .* . 

£a aeien p' aod ^ die Oegenpunkta von^a^nnd yip. Dann iat 

niimin 

Nun aber haben die beiden .ihn lieben Dreiecke Op'q' und 0'j)f] 
der Cofistmction gemäas gleich^ üöhe, /olgiicb sind sie congra- 
enf un4 ' j - U 

fibenao aeigt aich 



niithio ist wegen der Gleichheit der Seiten pq und t>'ö' ' • 
» . - . . . ... ■ . ' ■ *^ . 

Jetzt bleibt nur noch zu zeigen übrig, dass beim Aufeinanderlegen 
der Dreiecke pf'q und p'cpr/ auch n' mit a, mit /S u. s. w. zu- 
aammenfalieu muaa. Man hat aber der Conatruction aemäaa 

und nach der EigeotbäniHebkelt cooformer jS^steme aueh 

• * • * . « 'i 

tal|^ Iat attbb • • • / j-t«: - • . *v* •» -» 

* Anmietk'üng,' Sollten in «den betdeä s^gdienäh'' Vieredcef 
(PIg. 107. u. Fig. 107.a.) zwd auf abiander'ala «nfa'pte^bWd bi^- 



9i9iiktreibe9» a^^</A-i|n4^f|{'i.prppai!|hmftl)fieia^ /pp indet 
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iSb E^seu: VorscAuie der neuem Geometrie, tmbee. eine eUmenU 

Man bestirnnit «lie (lejjenpunkte der Rf»ihen afj und a*f*k^ ^ sie 
seien m und p. Darauf xieht man durch m und ParalfeUinien 
mit r(\ und c'd' , und verlängert ac und a'c', bis sie diese l^hx^X- 
lelenjo iH.uM AUdano, ^erhält sich: . . 

V 

i) an ; SS um : fmi 

fplgli^ auch. ' . 

■'• • . ' a*q.un:&q*cn=.a'p.am:pp.fm, 

Nun iat der Cooatruction gemSea t... . . 

• ♦ 

alte auch 

o'^ • all c:: • eil«' 

■ 

Verflihrt man nun wi^'VerMh; -ae.wli^d IMA'eio mit acß conform 
lie^e^H^f , Svate^ erhalten ny^pß, welches, dem System a'c'fb' 
cpngvfiirali ist. jWell ncpn ab^r ytp p^rattel mit cf wird und« wofern . 
d dem Puoki d entspricht, die Reihe yq>ö proportional mit cfd 
wird, so sieht man, dass beim Aufeinanderlegen der Systeme 
a'c'fb' und aycpß auch d' mit 6 zusamnienfälit. 

■ > • ■ i 

Sollten endlich (Fig. 108. u. Fig. 106. a.) zwei Vierecl^e lAed 
und afb'&df gegeben sein, -In denen die beiden sich in / scbn^* 
denden. Geraden .ah. und cd den beiden Par^Uelep .f^f^^ und €^df 

.entsprechen sollen; so Ist / als Gegenpnnict der Geraden ob und 
cd ansuseben. Danach Jassen - sieb .die Gegenpunkte p und ^ 
der Geraden a'6f und c'il' bestimmen. Schneidet nun die^Oerad^ 
u^df (oder. Wenn diese nicht,' eine lodere Gerade desselbeii S^- 
atems) die Gerade pq in r» so.wird r als Gegenpufikt von ä'd* au be-- 

' trachten sein, "und man kann nun auch den Gegenpunkt m von ad 
finden. Das Centrum O gestimmt sieb dann , indem man Ober fin 
ein dem Dreieck qd'r fthnliches Dreieck errichtet. 

Verföbrt man nun wie früher, so wird sich aeigen, dass, sowie 
]f In , in et' fällt, auch aß ih afb' fallen mnss. Denn da sich 
oft und cd auf der Gegenaxe schneiden , so werden €iß ipnd 'yd 
parallel sein, wie a'b* und e^ä' parallel sind u.s. f. 

Mit den drei bt trachteten Fällen sind aber alle muglicben 
erschöpft, da der Voraussetzung. geinäss. iip h.ei^j^n. gege> 

Man siebt' Hbrfgens , dsmS bs ftidlt mdgHdl ttitr*fl#«i'Mne 

Vierecke in Conformitätslage in bringen. DemnlHlft'Sbd'C)olfftitt> 
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nMi and Affiiiität dbsolute Gegens&tze» während die Afl|D&tät alu 
biesoBdere ^äJle auch die Aebnlichkeit und CoDgruenz in sich fasst. 

$. 189. Bemerkung, Verbindet man in einem Fünfeck 
abcde (Fig. 109.) zwei Punkte a und b unter sich und mit den 
übrigen Punkten, so werden a und 6 die Mitteljiunkte zweier 
S(r&blenbü$chel von je vier Strahlen. Durch diese beiden Büsche! 
abel" ist, n'ofern vier Punkte abcd gegeben sind, allemal der fünfte 
Punkt e bestimmt. Denn sind die Strahlenwinitei «a^vpo^ 
bfikaant^ )»o ist aueh .das Drei^ nbe b^timait 

Zwei Ffiafecke abede und ofb'i^d'^ (Fig. 109. n: FigrlOQ. 
4iid offenliar copgraentt, Siii\lic|^ oder blos affin» weon die Vier- 
ecke abcd und a*h*&df cobgnieiit, ähnlich oder afifio atnd'und der 
ilBofte Punkt e des einen* durch awei StrabienbCIschel beätimmt 
ist» Welche den entsprechenden Büscheln des ändern Systein be* 
siehuiigsweise eonform sind, > ' ■» 

'" Zuerst lässt sich nämlich ein dem Viereck a'b'c'd' congra- 
entes System aßy6 construiren, und dieses sodann zu cinein dem 
Fifnfeck abcde affinen (ähnlichen oder congruenten) System a^öe 
ergänzen. Verbindet man »odann auch « und unter 'sieh und 
mit dem) übrigen Punkten desselben Systems, so sind e und « 
durch paarweise conforme Strahlenbüscbel bestimmt, mithin auch 
e' und f. Legt man nun die beiden Fünfecke a'b'c'd'e' und aßySE 
so zusammen, dass die vier Punkte aßy^ in a'b*c'd' faller), so wird 
anch € in e fallen, da durch drei Strahlen und ein gegjSbepes 
, Doppeiverhältoiss ailemai. ^4^^., vierte Strabj bestimmt ist. 

§« 190. Leknaiz, Zwei Fflnfecke abcde and a'b'&d'c' sind 
conibrnif wofern unter ^det Voransseizunf» dass lUcIit vier Pqakte 
des einen' ein Viereck Mlden^ weiches dswenlspfeebedden -Viereck 
des andern Systems affin ist, die Ainfteu' Punkte beider Systeme 
durch paarweise conforme Strahlenhttschel bestimmt sind. 

Bevireis. Zuerst lässt sich ein dem Viereck a'b'c'd' con- 
gruptites Viereck aßyS construiren, welches in Conformitätslage 
ist mit dem Viereck ubcd. Zu dem Punkte e lässt sioh sodann 
ein entsprechender Punkt € finden, und es ist leicht einzusehen» 
dass da^ Fünfeck a^jfdc dem Fünfeck a'6'c'c2V coograent wer- 
den vTird. ' . . 

] ' Hi;t man zweimal fünf Gerade, von denen niemals drei zu- 
S^nimengeburige durch einen Punkt gehen oder einander paralicA 
smd, so entsteht auf jieder Geraden' eines dieser Systeme durch 
die 'Dürchsbhneidung mit den andern eine Pnnktreihe« Es ls| 
niebt schwer einzusehen, dass die beiden Systeme coiiform sein 
werden» sobald sich in denselbsB swei Paare confomer Punkt- 
yibeu entspreshaiL >.i ' ... . 
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183 Esten: Vorschuie der neuem GßdktiNtimsöts.eku eiement* 

• AHm\Bfrkung. S^önf Ponkte nbmle (Fiij^AlO.), von d«Mnvier 
•la Viereck äbtd bilden, der iVinfte e aber mit zweien and^irn a 
und b in s^erader LiDie iiegt, kann man Mn abgeatumpltes fünf* 

eck nennen. . . • 

Kiri abjrostitinpftes Fiinleck ist einem andern contorni , wenn 
den drei Punkten, die in gerader Linie liegen, wieder drei Punkte 
auf ^iner (jreraden entsprechen ttnd Cibeirdies si^ei con forme B0- 
schel entstehen, sobald mail 2itei als etitsprecb'end gesetzte 
Punkte von den abrig^Dr «ttfrn^ ^ Hod 6', mit -den Punktel^<4hrai: 

Ebenso ist ein System von fünf 'Oeraden, von denen aber 
drei durch denselben Punkt irehen, einem auf dies( lhe Weise zu- 
sammengesetzten System eonlorm, wenn auf zweien entsprechen- 
deo von den übrigen Geraden «ich conforme Potiktreiheu belindeit. 

{. 190; a«. ,L^kr»tftt. 'Zw«i Mti^Mpe Flgiinia^iiiil ^otrfbmi, 
iMo dar HSnlla, aadiata und jeder, folfnada Pii^kl daa aiaeo 
Sytlteraa in Baaug aiaf die'viar afata«. ala Viaraak Ml^landea 
Punkte durah eia Fünfeck beatimmt ist, welches dein antsprecbea*. 

den Fünfeck des andern Systems conforni,ii;6t. 

I - ' ' ♦ 

4 

Suaaminenfassunip der Confoi-niitftt luid Afttiiit&t unter 
' ten »llgeBieliier«B BesrUr der lMaMi^impliiMMilnfe 

' irerwMdttelMh^; ' i'r' ' 

i §• li^l. Erklärung* - Maa. fama. dteiCanforflwtfti and Affini- 
tit (Aahaliabliait and CoagrueniO' mtar ldun .gaaMiaaamea JBagrii 
«ka'hamogtapiilaehea Varwaadtachailb aaaätemaa faaaen*''^ » 

Hiernach sind also zwei Punktreihen oder Straiilenbusdhel 
bomographisch, w*enn in beiden der vierte, fünfte und jetler fV»l- 
gende Punkt oder Strahl durch ein Dnj^pelverhäitniss von dem- 

^Iben Werths bestimmt ist * '< 

i • ' ' ; 

t . Ob swei Strahlenbüschel von je vier Strahlen homograpbiscb 
seien, wird man am bequemsten ausmachen, indem man zu zweien 
als entsprechend gesetzten Strahlen Parallelen zieht und sudann 
prüft, ob auf beiden Transverealeii d^rch die übrigen Strahlen 
proportionale Punktreihen gebildet werden. Denn sind d und iV 
die unendlich entfernten Duxchs<;bj9it(spunkte ,f^\t ..den .viertel}, 

St^ahlpil^ #0 .ist *) . . f/iv.'l 

*> IHe Pigor wird sieh Jeder leicht tellwt eatwartia;) (f* ttr«-''^ 
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üarsuUuTiff der Verwauduekatt u. d, KegBltclutiUe etUhaliemL 18^ 

.r mnAC ^Itn AD ^ äe 
äöBC ' ilnSZ) 6^ • 

' *. .'Zwei iMjmograpbiielie PonkMfceo otder Sfrableolifiii^el Mten 
ganz EiMaiiiBilHi, sobald sie drei ßeükte enlepreeheed gemein Iniiee« 

- Zwei Ffinfecke siüd homograpbUcb, ^cnn a»ie durch paarweise^ 
bomographische BQscbel bestimmt sind a. s. f. " ' 

Zwei homographische Fig^iren fallen in allen ihren Funkten 
zusammen, sobald sie vier Paukte, die ein Viereck bilden, ent- 
sprediend gemein haben. ' 

Zu$atz^ Sind swei Systeme einem dritten bemographiscb, 

so sind sie es unter sieb» 
I .... . ■ { 

§•192., Lehrsätze» 1) Zwei bomograpbische Systeme Ke- 

gen «zlal, se bald sie pempectiviscb liegen, (liig, 103.) ' 

Beweis. Betrachtet man zwei beliebige einander entsprr»- 
chende Dreiecke abc und a'b'c\ so zeigt sich, dass sie axial liegen 
müssen, weil sie in perspecCivischer La£j;e sind. Da sich nun 
aber je drei Paare entsprechender Richtungen aul derselben Ge- 
raden begegnen» so folgt, dass sieb alle auf derselben Axe treilen.* 

2) Zwei bomegrapbisehe Systenie liegen .penspectivisch, so- 
befd ele axial liegen. 

Beweis. Die drei Geraden ao', bb', cc' treffen sich wegen 
axialer Lai^e der Dreiecke abc und n'b'r' in einem Punkt O. Da 
dies nun bei je drei Linien der Fall sein wird, welche entspre- 
chende Punkte verbinden, so folgt, dass alle diese Linien dardi^ 
einen und denselben Punkt gehen. 

193. Zusätze, 1) Zwei homograpbisehe Systeme liegen 
perspectivisch, wenn sie drei Gerade entsprechend gemein haben, 
die in einen und denselben Punkt zusamnienlaulen. (Fig. 103.) 

Beweis. Es seien aa\ 66', cc' drei Gerade, die sich im 
Pni)kt O begegnen^ Sollen nun aber Oa, Ob, Oc der Beihe 
oacb den Geraden Oa\ Oh', Oe' entsprechen, tio kann dies nur 
dann der Fall sei«, wenn O ein sich selbst eutsprecheoder Punkt 
kwider Systeme ist. Verbindet man also O etwa mit. <2 un^l^'« 
«• sind M «ad M eoftsprecbende toaifte^ if4gliofa. 
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184 K*$en^ YonchuM^äer neuem iiißom€trii,insbef^e(n^€imfiU*. 

ftwei entsprechende und somit homographische Büschel. Weil 
nnn aber drei Paare entsprechender Strahlen beider Büschel im» 
sammenfallen, so folgt, das»-aiieli die vierten Strahlen Od und 
susammenfallen. 

% Zwfei homogirraphische Systeme liegen axial, «oliald sie drei 
Punkte auf einer Gieraden entspveohend gemein haben, (Fig. 103.) 

''BeWeis.' fiif s^en rv « t^df^^ slch^selfapt ent^prochendo 

Punkte in beiden j^ysteineSw IHm'^Punltte; m. In dem «ich die 
Gerade» rs und ah begegnen, entspricht rOlenha» ivin PnP.ht m', 

in welchem sich rs und u'b' treffen. Da nun aber*. . • . 

" ' ' rtgm uiid rr^m" ' 

honiogr<i}ihische Hnnktreihen werden, weiche drei Paare von Punkten 
entsprechend gemein haben, so wird auch m* mit m zusammenfallen, 
und es "werden sich ab und a'b' auf der Geraden t$ begegnen. 

3) Ausser dem Centram und der Aze können zwei bemogra- 
phiscbe Systeme in perspectlvWch-axlaler Lage^ keinen -Punkt als 
sich selbst entsprechend gemein haheiir Dbiin alsdaiifn Mitten sie €l* 
Wf^Gf^^n^.&f^ev\^^viAgümQ\^ und n^üsst^n dafiergap^^zosaminenftllen. 

Anmerkung, Vtan konnte die Ax*e> auf welcher je iHirei 
entsprechende Strahlen homographischer Figuren i/ei gehclHger 
Lage derselben, convergiren, passend dle'ponvergenzaze derselben 
>iennen, welcher Name dann ganz dem Ausdruck „ProjectioDS-. 
centrum" currespondiren würde. ' üebrigens mag bemerkt seiki» 
dass sich in deutschen Schriften statt der Bezeichnung ,,homo» 
graphische Verwandtschatt^ gewöhnlich die Benennung „CoUinea- 
tion'* ündet. l'ür die in dieser Schrift durchgeführte Grundansicht 
scheint aber dieser iNaiiie nicht so passend zu sein wie der obige, 
den Cbasles in seiner Geometrie superieure anvvendet. 
Das Wort ,.conform" ist zuerst von Paulus in seinen G r un tl J i ii ieii 
der neuern Geometrie gebraucht, aber hier nur von Punktreihen. 
Was hier Conformitatslasje genannt wird, heisst bei diesem per- 
S^Ctivische Collineation. Endlich benennt derselbe dasjenige, 
was hier durch „conform'^ schlechthin bezeichnet wird, imit derti 
Aüsdrack „perspectivisch collinear/' Mir scheint aber, als ob 
die Ausdrücke „conform" und „conforra liegend * in aller Schärfe 
di«ben Unterschied hervorheben. Conform beissen zwei Figuren« 
^ie^^ermiige' der üebereinstimroung ihres innere Baues zu> einan<r 
dW ^lo pk^ectiviseh «»axiale Lage gebracht werdien können , ahg>pit 
sehen daTon,'9ii'^clleher Lage eieieloli^Wmrklieh heimden. « .^«iiff 
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fo^n^liegeiiil heiMeii d&MeflüeB aberv wcutii «iA ^kh wirklich in 
4wbfl«i»lolfBCilett Lag« befiotoi.- Nudb dMMIebefr liMw'tkh 
Mii«fM»eiii wMfrin«» ttntmebiedef »ir^inlhm'ikit'Bbtil^'^ik^ 
«nd ,«eoiironii d«f Lage nach.'* , t. . v, 

Anhang. 

1> Ton der per«peetivi»cheii Ii»ge «ebener Fij^rf^ ' 

f .ii|i;B»nme» , j... 

'u ■ 

§. 194. Erklärung. Man sagt, 7.%vei verwandte ebene Fi- 
guren seien in räumlich pf^rspectrTischcr Tapfe, wenn sammtliche 
Ikiinien^ die entsprechende Punkte verbinden, entweder alle ein- 
ander '{Mkrall^l sind oder sich in einem, und demselben Punkte 
schneiden, ohne dass beide. Figuren in einer Ebene liQgnn.« Dm , 
ProjectioDScentrani pflegt bicr auch der Augenpunkt genannt in 

§. 1%, Erkiärnng, Unrcbacfineld^ man, elnjpriiiiia dnrc;)! 
zw^ :ein{|f^d^ pnrall^le Ebenen, die von den 3eitenkantw de« . 

Prismas eini^r^eits in a,, b, c, d. andererseits in a\ b*, &y d\,,, 
l^escbnitten werden, so bat man zwei Systeme a6c<^ ... . und 
a'O'c'd',,.. in räumlich parallelogramroatischer Lac:e. Es ist be- 
kannt, dass zwei auf diese Art erhaltene Figuren immer con- 
gruent sind. • . ; • . . • ' * . 

•■■Ii 

§. 196. Erklärung. Durchschneidet man eine Pyramide 
durch zwei einander parallele Ebenen, so bat man zwei Figuren 
in ränmlidier Aehnlichkeitalage. Dieselbetf« md bekanntlicb in«, 
nier elnandes AbaKicb* 

* 

§. 197. Erklärung, Wird ein PrisJma durch zwei nicht 
parallele Ebenen durchschnitten, entstehen zwei Figuren in 
raomlirher Aflitiitälslage. Die Linie A'F, in der sieb die beiden 
Ebenen durchschneiden^ h^isst die Affinitätsaxe, 

{. 198. Erklärutig. Wird eine Pyramide dnrcb ^i^ei eiD>!- 
ander nicht parallele Ebenen dorebscbnitten » ao erbält man swel 
Figuren in ränmiicber -Oiinförmltätalage. Die Geräde XT,' in der 
Mch die beiden Dürchschnittsebenen durchscbneiden , nennt man 

die Conformitätsaxe. Die Gegenaxe einer jeden von den beiden 
Durcbschnittsebenen wird erhalten (Fig. 112.), indem man durch 
die Spitze O der Pyramide eine Ebene ÜÜV les^t, welche der 
aftdern Durchschmttsebene il/iV parallel ist, und sodann die Durch- 
scbnittsiinie dieser Paralieiebene mit der ersten" Ebene sucht. '^ ^ 

TJMtt XXIX. IS 
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yM9M^: YmrHkiUä äermuem ^eemeirit, ituöes, eim eiemtaL 

§, 199. Jbehrsatz, In zwei Figuren, die sich in räumHch«? 
Affin itäts!a£;e oderlorlamUGber Conforniitatsiage befimlen, i^cboeideii 
spcb je zwei eeUpreeheede Geredftawf dqr Alieilüleiiie» kwitffimk 
derCoDforinitätsaxe. (Fig.Ul.) 

Beweis. Da die Lioien oo' und bb^ einander parallel sind» 
eder sieh einander Schneidens ao läset sieh durch dieselben eine 
Ehene legen. 

Da nun ferner die Durchsrlinittslinien dreier Ebenen entweder 
'durch einen und denselhen Punkt gehen, oder samnitlich einander 
parallel sind; so werden sich die Geraden ab and a^ö' entweder 
auf der Durcbscbnittslinie der beiden Ebenen JftN und /H^ aaf 
XY bepEegnen^ oder ihr beide parallel aein. 

§.200. Lehrsait, Zwei Dreiecke in verschiedenen Ebenen, 
welche In Bezu^ auf die Durchschnittslloie l»eider Ebenen azild 

liegen» liegen auch allemal perspeetiviscb. 

• • . . ' ■ , 

Bewela Da sich iBe h^den Geraden e^und (Flg. I ILJ 
Im Punkte m der Darchschnlttslinie 2lF begegnen, so iSsst sieb 
dareb dieselben eine Ebene legen. Ebenso lässt sich dorcfa ac 

ond a'c' und drittens auch durch bc und h'c* eine Ebene legen. 
Die DurchscbnittäHuien dieser drei Ebenen werden die Linien aa\ 
bb' uod cc* sein. / ' . . 

Nun eher sind die Durcbschoittslinien dreier Ebenen entwedmi 
alle dnander parallel, oder sie laufen in denselben Punkt zusana* 
men ; folglich liegen die beiden Dreiecke abp und , ^*b'€f per- 
speetlTlsch. 

§. 2(^1. Lehnatt, Sind zwei ebene Figuren in Täumlichev 
Conformitätslage gegeben, so ist jede Gerade in einer dieser Fa« 
«veB dem Projectionsstrahl parallel, der durch den tiegenj^nakt 
der entsprechenden Oeraden geht. 

i . .Bewein. En sei O (Flg. 11%) das PrcvfeetiwMj^ntmni, JÜT 
dfo I2erade,in der sieh die EJbesen JfiV «iid PQ dei beiden ge- 
gebenen Figuren einander schneiden; ÜV sei die Gegenaxe Ton 
PQ, also die Ebene OÜV parallel der Ebene AiN. 

» * 

Werden die beiden entsprechenden Punkte «9 und a' nri| 
f^nem Punkt m der Oonformitätsaxe J^Y yfrhnaden, so sind as9 

a'm entsprechende Gerade, und wenn a*m die Gerade UV 
Ip T durchschneidet, so ist r der Gegenpunkt von pfnh Xegt mai| 
9ipii durch die fänf Punkte Oaafmt eine Ebene« so anigl .fWjp^ 
Or und «'m parallel sind, eis Dnxeh^eliiwi^iwAii, fe«^ j|V# 
pi^lel^^ Kh^lif i>t «Iii eiiitf ifrltt«^^ .u.hmJ«,' 
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r{.,iaQa»i«.JileAfr*a<r.i>o2imi Figuren 4 «» dfirdMliPe.c^flfin 
i^fti itlMiiAflNiliMm iMkniii dniJb4<i .-n«!.)-..« .^hh 



Beweis. Es seien (Fig. III.) ah und zwei entsprechende 
tietade, m Uw I>urob6Qbnltt auf der Afitnitölsa^.. .« \ ( ^ ui i . 

Da 4i6 RfJiien iiia6 nod' |ita'6' prppprtioiijBiI so Dteioep 
dlieselbep ip Pärallelperspecfive, iiBp!'iitiii^e iäe d^d Punlit' fli ge- 

Sind dip beiden geraden ab niid a\b' aber dpr'f j^|^(»ibeD^ 
AfriDitiitsaxe parallel ^ 8p wef den sje' es a^cl^ bleiben^ we'nii etne 
d^r beiden Figuren* um dieiselbe Ijerum^edrebt Wllrj; also 
)|j||^Py^ da a6=;a'^ ist, d^ Figur bestän^i^ Qiii ParaHelo* 

txvmß Üethen, Biehins folet; dafifs die ISeidep ^i^be^^^^ 

Da sie nun auch bei der Drehung n^/ch wie ver in axijUef 
La^e bleiben, so folgt^ di|sa sie dur9h d^ieselbp^ A^^]j^m|ji^^e^ffi- 

^Kff'S?''", ; • ■..•.»I It:: t • :!*>'! .*tHv^ 

J. 203. Lehrsatt^ Umgekehrt: Sind zvrei Figui^en in t«un^ 
tIcher AffinitStslage gegeben, so kommen dieselben in AfMtSis> 
läge in der Ebene, wenn man eine der gegebenen Figuren uip die 
AfHpit&tsaxe herumdreht« bis sie tn die £beae der andern Itätlfv ' 

^>'(f.iM)d. ) Lehr§a,ts, Zwei in der Ebene 4;#nC9fm Uegwda 
Figuren kommen in räumnehe OoDf*>nnltäts|agie, ü^np mitn eii^ 
von ihnen um die Cooformitätsaxe dreht, und umgekehrt u. s. w. 

Eewei«. Betrachtet man die beiden eatraredieodeB Pnakt- 
teihen o6e mm^iflfPiMK'Mlk aaf dar 

CoDformitfttsaze in m begegnen, 00 bat man 

So lange nun die beiden Reihen den Punkt m gemeinschaft- 
lich i»eha:Hen, müssen sich die Geraden aa\ W% €ef jn einem und 
dflinsetiiieii PunJcte schneiden. Passejü^e wird der F^l sein, wenn 
die beiden Reihen abe uod ^'b'e' der (3en(bri9itätsa:(e paraUei 
•ein sollten. Aladaim sind oSmUeb diese bf^idsp Reiben pr^pof- 
(ieiiiÜ Vft4 •bleiben lb«i>4af l^fofaRMg iiieiliR4^iplA^^ 

. ^' > 

Nimmt man ferner zwei entsprechende Dreiecke abc und 
iKd^e*, «0 bleiben dieselben bei der Drehung beständig in axialer 
Imi^, ^nd^^erdea daher aach nicht aufb:0rea; '<|»eiapee4iviaoh zm 



' Da eich ntin die VerbindungaHnfett'^^OD 4ral Pftar^^entupr^ 
ehender Pwflittf iii ^eiiieiii Punkte sefiwM»», »o>«ilgt, dai»)illl 
Linien, welebe enttprecbetti^ Puiiirt^ Terbltitf«fti 'ddnih Jamiiiilw 
Aonkt gehen. 

' Anmerkunp. Um bei zwei Ficruren in rSunilicher Confor« 
roitätslage vorher ausziimittohi, in welche Punkte hoider Ebenen 
das Projectionseentrum fallen werde, wenn dieselben 2U8amraeD- 
gelegl werden» kann man sich folgender Couetruction be.di<^eA: ' 

^ Man balbirt die von den Ebenen der beiden Figuren gebildeten 
^lächenwinkel und fällt vom Aui;cnpunkt Lothe auf die beiden 
Halbirungsebenen. Jedes Loth bestimmt in den beiden Ebenen 
entsprechende Punkte. Es ist nun klar, dass jedesmal zwei die- 
ser entsprechenden Punkte zusammenfallen, je nachdem |nan jene 
beiden Ebenen in der einen oder der anderen Weise zusammen* 
fallen lässt, and eine kurze Ueberlegung wird hinreichen, um ein- 
stiseben^daM bliese beiden Punkte in das ProjectipnseontHi^roijUleo. 

' V Erilirunffl Von swef Figuren, ^le 's|cii 

•peetiviaeber Lage Im Ranine befiodea, belssf jede die' IFreieiraoi 
md^rn .Bod, ent^vfßder die Cf^alpxojecjtion f>der diii^ Pa* 
nUelprojectioii« Die jCeDtra]proje<;tlon eloer, Figur wird «ach, die 
Fsrepectire derselben genannt. Die Parallelprojection, wird, Nor* 
malprofeetion genannt, wenn;die Projectionsstrahlen auf der Pro- 
jection senkrecht stehen. Wenn von der Projection einer Figur 
schlechthin die Rede ist, so ist, Avofern der Zesanimen bang nicht 
eii^ Anderes ergiebt, die Normaiprojectiou darunter xti verstehen.. 

f. 206. Anmerkung, Zwei Peripheriewinkel in einen 
Kteis«,^ die Aber derselben Sehne -stebei'ti» sind bekanntlicb eot- 
wf^der gleich oder . Supplemente von einander. 

$.207. Lehn ntz. Verbindet man zwei Punkte auf der Pe- 
ripfierie eines Kreises und (Fig. 113.) unter sich und mit be« 
liebig vielen anderen Punkten C, Dy ... und zieht noch durch 
./i nnd B die Tangenten AX BX; so bat man allemal xwei 
coTigiitente Strahlen büsebel in nieht peripecUfbaber'Ijage^ dem 
Centra die Punkte, il und B sind. 

. Denn die einzelnen Winkel, deren Schenkel dur<^h dieselben 
Punkte der Peripherie gehen, «ind entweder^ wie/ die beiden Win^ 
kel BAE und BBE, einander gleich« oder, wie BAC und B^^Ck 
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Sapplencnte von «ln«iid«r. Da fenet' i^ WM^el: X4CiSW4l 
ABC und der Winkel XBC gleich BAC ist, so ilebt man, 4aM 

die Sehne zwischen A und ^ jedesmal einer Tangente entspricht» 
und zwar der Tangente AX^ wenn sie als Strahl BA gedacht * 
fvird, dagegen de^r Tangente BX, sobald man sie als Strahl J^B 

vorstellt. 4i , II •} ,,,,,1,.,' .j .i» ■.' '^^^z ^> 2{'jvi<i 

ZuMuit. VerbindceiUlh aUien tt^Hbttgao Punkt E einer KreSs- 
linto mit vier festen Fiuii(^ A, B, Q D, «p, bat ein auf beatinimte 
Weise aogesetztea D^ppetTerblltnisa «fer Her gezogenen Strahlen 
einen constanten Werth, und zwar faat uiaii: u> >''<j " t ^ 



^Ui4i«*i'lliaü *<r» in* vi vSeiMieili^ss2r ;sinv^i>9 .* i -r;U j'M« 

Sehne CJ?=2r. «In CÄ. 
Seboe C/>s 2r.8in CD; 



, , . ein^lB 9tn€B AB AD . . . %! 



__AB AD 

WO reebts jnnter AB» CB, ii.s. w. Sehnen an Terateben itnd. '* 



Dasselbe Verhältnlss kommt den vier Strahlen zu, die mau 
erhält, wenn mau an einen der vier festen Punkte, an A, eine Tan- 
gente AX zieht und denselben Punkt mit den übrigen drei t<tistei^ 
Punkten verbindet» 

$• Lehrsatz, Werden swei feste Tangenten ^ea 

Kreisea EX und FX (Fig. 114.) von einer dritten Tangente aa' 
durdbacbaitten, ao aoU diese letatere eine Tranaveraaltangente 
beiaaen. , 

. Jeder über einer Transversaltangente stehende Centriwinkel, 
wie aOa^, 'ist entweder gleich der Hälfte desjenigen Centrlwinkels» 
weJcber Aber der Berühmsgaaebpie des festen 'Kangentenpaars atebt^ 
eder er bt das Supplement dieser Hälfte. ni«'ti« « 

Beweis. Liegen die beiden Dorcfaschnittspunkte der Trans- 
versaltangente a und a' auf der Convere^enzseite der beiden fes- 
ten Tangenten, ao hat man, wofern A der Beräbrungspunkt van 
aa' iat: Air', -jto .hüi-m » -Ai^ ■> \ 

y9^nOA^^\y^,EOA^^^ 
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^'^' tAjbgt^h f ärt^fSntd 80, däss «i^ df^^ttttf der beiden fe^Üli 
Divergenzseite durchschneidet, so bat man: Ul-o-nii 

folglich, indem man subtrahirtt Imt .im'/'V .i-»M^»-.»o» •{••jirs 

Bei der Tangente tt' endtieffii dareab^4e DurcbschDlttapiuikti 
auf der Divergeoiseite liegen» bat man: 

W.cOC=4W.£OC, 

{. 209. ^Lehrsatz» .Werden zwei feste Tangenten eines 
Kreises EX und iX vqd beliebig t'ieleil Transversal tangeiiten 
A,B,C,D durchscEniited, so entstehen i^lemal zwei conforme 

^ Weiter ist dann . '. .1^ \ ^ .1.'" . . 

W.F06'=sW.JC06. . 

, £ii^^.ch hat man, vvoieru OC' die Verlängerung v,on Ot; Ist; ^ 

mitlini • • • ' ''''''''' 

, n. s. I. i , 

Es bilden sonach die Strahlen 

02» 04 
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OJL, ikii OK Oi^i, . ; .r 1 

gebildeten BuacbeL ^ 

• . • *. 

■ 

honiographiscli sind, und dtss der Durcbeclfftitt der Mdei telMi. 

Tangenten X, mag man ihn der einen oder der andern zurechnen, 
jedesmal dem Beräbningepttiikte der andern l^aiig»nt6 eniepricht 

■ * 

Zusatz, Werden vier feete Tangenten eines Krei#es At B, C, £ 
von irgend, einer fnnitm Tongeote F durchAcbnitten, so hat ein 
auf beälimrate Wetae angesetztes Doppelv«rbaitnia# 4er Yier* 
INirchechmttep unkte einen conetanteu Werth. 

fr 

Id der Tbat man hat: 

^ . ein o'Oy sftSehne^f » 

ar.alnaOJICsrSehneuüS; 

mitbin 

sip a'Ob\ 8\nü'OÄ_AB ^AE 
sin c'06' 'sin c ÖX~ CB 'CE' 

Filll der Punkt f mit B nieammeii, Ho Üllt nneh M A 

§. 210. Lehrtats, Verbindet man die Punkte a, b, a\ b', 
in denen ein Tangentenpaar eines Kreises von zwei beliebigen 
andern Tangenten A und B (Fig. 115.) geschnitten wird, unter ein« 
ander, so schneiden sich die Verbindungelinlen o6' nnd «'4 aUe*"' 
mal auf der BerährunfBeefane £F. 

■ " 

Beweis. Denn da die beiden PuiikUeibcn ; 

PabE ' i 

* • 

bomograpbiscb sind^ so hat man , 
Nm «Im» M • - . ' 
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Man bat ako x^rei liom^grilliKi^fieiMn;^ 

PFö'a* und /'£a6, ' - <• ^ 

dia den Punkt* P ak aiits|»edb«id'geMiB lMilMi^:tiiili;dalielfpflf<> 
apeeßTisck üeg«n müssen. 

J. 211. Lehrsatt. Liegt der Durchschnitt eioes Taageo- 
te apa ataa Q (Fig. 115.) auf der Aerührungssehne EF eines andern 
Pkares» so sind die ßerCihrungspuntite der vier vorhandenen Tan* 
gwÜMt kalFiMbli«h«'iHialrt« d^r Kfeisilnia^)- •< ' : / : > i> 

Beweis. Die Geraden ca' und c*a schneiden sich in einem 
Punkte D der BerührunLrssLhne Ef\ Da man nun «in vollständi- 
ges Viereck hat, dessen äussere Diagonale PQ ist, so rnnd c, E, 
P vier harmonische Punkte. Das Doppel Verhältnis«» diec^er vier 
Punkte stimmt aber mit dem Verhältniss der Sehnen zwiscbea 
den Punkten Ai C,£,Fdeni absoiuten VVerthe nach üt^erein* alsoM 

Man wird sogleich folgern, dass ancb P auf der Beröhrungs- 
sehne AC liegen muss. Uebrigens hcissen vier Tangenten «fif 
die jetst betraebteten harmonische Tangenten« , 

{. 21*2. Lehrsatz, Verbindet man die Durchschnitte voi 
zwei harmonischen Taiigentenpaaren /> und E (Fig. 116.) mit einem 
derjenigen Punicte, ifflr welche die VerbindungsliDie die8er,{Difcb- 
»chnittspunkte Potenzenlinie ist, so schliessen die beiden gesogO' 
neli Linien allemal einen re^ht^n Winkel eiri. ' ^ ' 

. Beweis. Wird um den Tangentendurchschnitt D ein Kreis 
beschrieben, der durch die Endpunkte der zuj^ehörigeii BerührungS', 
sehne FG gebt, so theilt dessen Peripherie, da sie auf der ge- 
gelieiien Kreislinie senkrecht steltt , jeden Dtirehinesser dieser 
letztern wie KL in A und B harmonisch. Ist aber Ä'L derjenige 
Durchmesser, der durch den Durcbschoittspunkt der beiden Be- 
rfihrungssehnen FG und HJ, d.h. durch den Pol P von DE geht;, 
so steht DE auf demselben senkrecht, und der Durchschnitt dieser 
beiden Geraden M ist die Mitte von AB, Hieraus folgt, dass 
DE die Potenzen linie für die Punkte A und B ist, und dai^s also 
die Tangenten EU und EJ gleich EA sind. Es wird also auch ein 
am E mit EH bescbrleb^er Kreis durch A nnd B gebea«»«: ^i"«^ 

Nun seien Q und H die* Punkte, in denen die Gerade JH 
von der Kreislinie um D geschnitten wird. Da der Durchmesset' 
QR von jeder senkrechten Kreislinie, harmonisch getbeilt wird, so 
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ist JQHH eine hbni^oilische iieihe, uod weil auch die L nilcebrtini^ 
de^^ ebeb angewandten SIaU^s gUt» .ütt .ntobeo aocti KfseUÜoittn. 
um D «ad £ auf etuander senkrecliL . - n .. « 

^Üftfisn^ls^ nrlrd' ctW ^^cttnä* 2>ff eine Tangeate des ICristM» 

' Zttra<2. CJingekebrt: Komnii der Geraden die fiigeii^ 
•ehaft der Poteozenliaie für Paokt B and eine« gegebcnefll 

Krele zu, so bestimroeo. die^ Schenkel eines rechten Winkels, des- 
m' Scheitel in B fallf/au^der Geradf^^C^ Punkte /l^nnd 

Ü .Von der Veschaffenbeit, dass die von ibnen an, den Ki;eie se^^ 
toMoen Tangenten barraoniaep werden. 

{. 213. Lehrsatz. Zwei exccntrische Kreise sind allemal tn^ 
Conformitätslage. Zum Centruni kann man, wofern die be'rden 
tfreise nicht congnient sind, jeden der Aehnlicbkeitspunkte neh>. 
mei^. Axe ist in beiden Fällen die Potenzenliiiie der Kreise. In 
dem erwähnten Auänahmefalie abt;r rückt der äussere Aehulicb- 
keitspunkt io unendliche Enti'ernuug, und die Conformitätalage geht 

B%#eik eei a Mbe ÄeBidieilkempmil^ to^ gi^/' 
benen Kreise, pq und di^ Pälate&r «viil^li dieä Ptankif 'O 
Vezog auf beide Kreise zukommei^. ^ 

Der Kreis um c wird durch die Polare 'pq in zwei Bogen- 
getheilt, die !*ich in perspectivisch-axialer Lage befinden in Bezug 1 
anf das Centrura O und die Axe pq. Dasselbe gilt von der Po^ 
larep'^' in Bezug auf den Kreis um c'. Hiernach wird dem Paokta , 
« der Punkt 6 und dem Punkte a* der Punkt b* entsprechen, in- 
(fem a, 6, a', b* die Durebschnittspunkte eines Aebhlicbkeitsst^bles 
mit den beiden Kreisliaieii bezeichnen. Nnn aber ist der B^getfi/' 

AQjCb mit dem Bogen p'a*q' in perapectiviscb-azialer Lage in 
Beipg an^ d^^.:Centri]|Bi,0 und eipe unendlich entfernte Axe. Da 
BWt iwei $^8teme homographisch sind, w%fern sie ^ mit einem'^ 

Än aiad^ ao ai^^d auch die Bo^n j^^und p*a'q' homograpbiacli. 
;war «o» daea aicb jetzt ztvel uiTerak Pnnl^te wie 6. nnd o^l 
«oaiider entsprechen. ' Die beiden Syateme pbq und p^a'qf liegeii ' 
atai penfk^ctlviapllr felglkfc wb.raxi^ ,\ 

^ '^ Bi&i dieser neuen Beziehung dind ' aber Tangenten ata' inver^e 
Punkte offehbat entspr^bbende Görade «od müssen sich auf der 
Gonvergenzaze begegnen ; folglich ist diese Axe keine andere als 
Potenzerilinie beider Kreise. ' • . i 

PTkl^tun§., i]l%^, ii^^ eeofbriie .iVIgw 

ifl^ |iegfl9^iill|,gimyint. ; . . 
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'DaMifich neidet BMI» nSraltcfa eioea Kegel mit kreieförtutp^ 6a- 
itt dnrcb irgend eine der Basis nieht {wrallete Ebene» so bat mu 
eine Durcbscbnittsfignr , welche mit dem Kreise in rSnoiKchsi 
Conformitätslage ist. Oder ist eine mit einem Kreise in der £beiie 
conform fiegen de Figur gestehen, so kann man die beiden Figurto 
auch in räiunliche Conforniitätslage bringen, und alsdann umscbUes- 
»en die Projectionsstrablen einen Kegel mit lcrei8^ornli0W^BMis. 

1) Ein geschlosaener Kegelschnitt ist vorhanden , wenn 

die Geg:enaxe fÖr das System des Kreises ganz ausserhalb detr 
selben liegt j denn da alsdann kein Punkt der Kreislinie auf der 
Gegenaxe liegt, werdeii alle Punkte der entsprechenden ^um 
im endlichen Kauiue liegen« ' . 

£in solclier KegeUeliDiti entstellt» wenn man einen geibern«a 
K!egel eo' ddrcbschtieidel« daes siel swiseben ilera Kjegelnisntf 
nn^d der tynrebsebnlttsebebe' elo'TollstSndjg begreoxter Ramn 'lie'' 

2) Ein Kegelschnitt mit vier vneo dliehen Z#eigeti 
wird gegehea seini. iv{ofern die Gegeiuu^ ffir Sysl^* d« 
ifiei^e^ «eiiM &slui|lB^die84M . - • / 

Um einen solchen Schnitt ans einem Kegel zu ei^eugeü, tettSd' 
nuu) die Seiten de» gegebenen Kegels über die Spitze hinaus Ter- 
lagern ^ und die OurchFchnittsebene so legen, dass beide XbQiU 
des eiiCstsndefieii Dappeikegels ducchscboitten werden. - • i:m 

3) Einen Kegelschnitt mit zwei uiie ndlichen Zwei- 
gen bat man in dem Falle, dass die Ge^jeQa^. ^nr das ^^stj^oi 
d^ Kiei^<»s «ein^.Tangf^te desselben ist, ^ , .,.\ 

'^ettt 'mati an df^ Ba^is eines gemeinen Kegels ehie Tangente 
und legt durch di^Bse und Spitze des Kegels eine Ebene,««« 
wird jede mit dieser Ebene parallele Durchschnittäebene ein^tt 
K^egelschnitt dieser dritten Art erzeugen, die Tangente des Gmad« 
kieises ist ^Isdann die Gegenaxe desselben. ' ' * 

In dnem. Kegelschnitt der erttett iweHttr Attr bwtiili Ml>;' 
teiymkrdeijenige PfttV*« witkber dm Pol det Gegeim^ie, .des 
Kreise» eiitspnebt Jm ^nem Kegelsebnitt der dritten Art soUi 
jede Gerade ein Dnrchmesser heissen, weiche einer durch 4eo 
Berührungspunkt der Gegenaxe gehenden Kreissehoe entspriphl^t 

v<<^Dflev0igMB iw iiiglMtdiletlW bnrdlmeistBvn^ «igedrdaton 
Seinen «bettragen wir Ten der BIttpse, Hypeilef iM»' 
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anf die &egel>obiiitte d(b<i'haupty,«i«cta^ oliee Rchon die, .U«i^rzau- 
gung gewonnen zu hab^» daas mir di^^ Jhgurvew uttef den hkü^* 
gefflcbfiitten auftreten können. So verstehen wir jetzt auch unter 
A^syitip toten drejeiiifen (leradan» tvelche iia Systtme eitle« Ke- 
geUchnitls der selten Art den dutvb den» P«4 der Gegenaxe ge« 
bendeo Kreistangeiitea efitepreebeoi h u . • »i;^««- im. > .. -. ivi- i«» 

' $. B e t r a c h t o o ^ des geeeUoeseeMi i KegelikÜditts. 

(Fig. J'>i > i i'*'»*U.(|t»'- ■ .•■/ *.Mt» /.«{Iii* 

V \yif ^woilent eufe Gerade : #!{^ ini %etfW>> d^ Kreise^ ^e, einer 
Qer&^en F^^Cf^ ^e$ Kegelschnitte - entspricht, die |ä,^pj^ä|^n^q{tf^ 
fWfc.F'<? i^enneiv.:, ' a- m-.f. 

I ) Zwei DdHill4e6^pr dfhe^ g^ehlessenen Kegelstbnitts/w^tMf 
die BerQbrungssehnen FG und HJ zweier harmonischer Taujgen* 
t^^uuM' Bä'R€^|jiftoedtaiiten haben, eiedf ^ugieor&itfte D^Vchbie^ser. 

• il>le beiden Geraden FG und ß/J schneiden siqb im Pol P 
der Ge<^enaxe VV, die zugehörigen Tangentendurchschnitte-wöund 
E ite^en aKso auf dieser Ges^enaxC. Nnii aber schneidet' FG 
ebenCads die Tangenten iui/ und EJ auf der Gegenaie; Mgh^kk 

vmdatX'^^ eirtepgeeheadetifietedctt eitaadee« piftttei ee» u >s) 

Jeder DiTrcbmesser des geschlossenen Regelschnitts wird im 
Mittelpunkt halbirt, da FPGE vier barmonine^ievPuj^te «Mi^dx von 
deaeo.4ßri.Aa»e,^ nnC^ddr Qegeo^.iiegt i , : . * 

' ^''thtkt den sügtod^'etea '}>tt%bmeeiBeni eliiee ge84ililöi»^neii; 
Kegelseboitte fi^iebt ee Imlileri^i mif ^aiidei^eeiildieeftte^ 
. die Azen de^selfien genannt werden« ' ' ' , . 

Man verbind^ däs Projec^ibfiseentrum O (F%.lie^)'l]iit*^fMk' 
f^b d^j^i^n PdHkten; für Hrekfae die OiBgMlte 'dMr SNüdUll' 
MeMisM«' let In 'MiieliKiig auf dea Krebs« IrtHa «It Bl'' Bfi- 

die Gegenttze In Z derobeeboeldety beschreibt ans Z einen Krds» 
der dnrcb O nnd gebi/^M« ^rbfiMlel die Punkte H nnd E, 
in denen dieser Kreis die Gegenaze schneidet» mit dem Pel der 
qegiiinne«iP»^.bo> bat|Ml«dftef>bMeD iBeradmi^. ddMn dlM".ite«l 
des gegebenen Kegelschnittes entsprachen/ i 

Demi da der Wini^äf £0i>' ein VedA^ la^ so &llen PDAd 
m hl die Richtnngen der BerOfamiigssebnen Toi)..»;f^{^||a^monj-^. 
aehea Tangentenpaaren. Da nun In awei conferm liegenden i^y- 
steinen Jede Gerade dem^^teJMionsftnbl parallel Ist« welcher 
doreh den Gegenponht der «ktspredbendien Geraden geht, m iat 
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von den durch FG und HJ reprä^eotirtea Uurciilliesiiern' 4tfr 
eilte mit OD, der andere mit 0£ parallel. > 

* ^Fftlit O mit B zusammen, stehen je zwei zugeordnete Durchs 
messer des gegeheoeo Kegelschnitts auf einander seokrecliL Daa« 
!•( derselbe, wie sp&ter einleuchten vfird, ein Kreis. • 

% 

Will man diese Constractinn im Räume ausftitireu, äo bat man 
durch die Mitte von QB eine seoiiLrechte Ebene zu legen. 

'3) Öie Kreissehne a6, welche verlängert durch den I*ol foii FQ 
durch D geht, repräsentirt eine Sehne des Kegelschnitts, welche 
dem dnrch F G repräsentirten Durchmesser zugeordnet Ut. Die* 
sfiibjB wird vi^n diel»^^ ilurcbmesser offenbar Mbifi.j { 

Uebrigens iies^t der Pol von ab auf der Richtung von FG. 
Man pflegt daher die Geraden ab und FG, von denen jede durch 
den Pol der andern gebt, selber zugeordnete Richtungen zu Oftooeo. 

Die Punkte FGab sind harmonische Punkte der Kreislinie, 
also sind die Endpunkte eines Durchniessers und ' eiiiär ihm lu- ! 
geordneten Selm ; aUenai harmontsche Punkte de« gegebensB 
Kegelachnitts. 

• '4) Jede einem Durchmesser zuc^eordnete Ordinate eines ge- f 
scblossenen Kegelschnitts verhält sich zur mittlem Proportiori;tle ! 
a|is den Abschnitten dieses Durchmessers, wie,dftf ibj ppallele ^ 
Durdi^esser. zum zugeordneten. (Fig, 118.) ^ 



Man verbinde den einen Endpunkt D des der Sehne FG pa* 
rallelen Uurchmessersi CD mit F und G, sowie mit den Scheiteln 
des zugeordneten .Durchmessers AB. Alsdann erhält man;.eiiiea 
harmonischen Büschel, durch den die »Sebne . FCr in und 9^' 
h^MtMi.SetlieUi fvird. ist H 4ie im FQm «a bs^ mi^r. 

fejdkrMt «U aber, «rtTeni der lllittelpunkt def ■s ug it i »w 
Kfligeiscbnltti iit» - - -i's' • 1'«'^?:-': -s'-'t- 

Horaus hervorgeht: , 

Wf 4»» ü •' ' ' ' «• ^> J ■nr*«^ ''»•*!> 
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9) HBiBE^RB'xED. " 



• 



BE * 



f^l^llich^^iiäft man: 



Ii 



{. '210^ XeArfaix. Jedei' geachloasene Eegelschnitt' Ut elna 



Bawel^. Es seien ilS und CD diejenigen einander zuge- 
ordneten' Dutcbmesser ' eines solchen Kegelschnitts, Weiche senk- 
Tiseht auf ei^iander s^eheli, 'CD der kleinere dersetbeiiC Bdiehrelbt 
man nou aus Am Punkte C mit der Hälfte von AÄ ehien Kreis» 
so wird dieser die Richtung il<fil in awei Pnnifteq iT. und J durch* 
schiieiden. ist aber einleuchtend, dass eine Ellipse» welche 
AB zur grossen Axe, K und J zu Brennpunkten hat, gans mi^ 
dem get^ebenen Kegelschnitt zusaromeofalleu muHS. — Die Ellipse 
ist eiö KrtiU, weuo AJS~CD ist. 

§. '217. Betrachtung des Kegelschnitts mit. vier 
unendlichen Zweigen. (Fig..ll5.) • < " ' . 

1) Der Pol der Gegenaxe des Kreises P liegt hier aussetbalb 
desselbten. Der 5ebne. AC, die verlängert durch i^geht, obIk 
sfflcbt ein Duffchiaesser, jvelcher zwei Punkte mit denn gegeheben 
Kegelschnitt gemein hat > d. h. ein >«eeller Durchmessel. Ist Q 
dsi' Ufirehschnitt des Tangeotenpaars , ^elehes AC zur Berük» 
ruogssehne hat, so ist derjenige Oaiehniee8cr»/welciier >der Gera- 
den PQ ent^richl, dem erstem jMgeordnet» da dea Geraden AQ, 

CQf PQ , diei 'sieb.auf.' der- .C!«ge•axi^ .schMiideiiv 'dfiel' *P«nllalea 
«tspreeben. 

\;,\.:fhk P,Ai AtC elneiihAm^idsche Puuktieihe!lel|<idid;d«stPtaikl 
D anf dei; €tegen#>e liegt,; se Sirifdiidenlfiltelpaiikt} Migegabemdb 
Kegeiaduiltts In der Mitte awlsofaen den beiden Punkten Begen, 



1 
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im Raame zweier 8cheitelvriokel liegt, die tod i^lii«n Asymptolaii 
gebildet werden. ^, . . \ , . ^ , 

In einem fröbern Falle, wo wir die gfetchsettige HyperbeljAvf 
ibren Axenkrei« bezogen» lag der Pol der Gegenaze in unendlicber 
Ent£»rnttBg. ^ - ^^^^ 



2) Den beiden Strecken aa' und bb', welche durch ^ie m 
Pol der Gegenaxe P sich schneidenden Tangenten JE? JP und FP 
von zwei beliebis^en Tangenten A und B abgeschnitten werden, 
entsprechen im gegebenen kegeischnitt zwei Strecken, die man 
Substituten nennen kann. — Da sich die Geraden ab' und a'b auf 
der Gepenaxe schneiden, so (ol^t, dass die eutsprechendw) pera* 
äen paraiiel sind und dass also eio von einer Substitut^ zwischen 
den Asymptoten abgeschnittenes Dreieck einen constanteo Inhalt bat 

. , Verlängert man 4ie Gerade aa' bi^ zur Durchscbneidpng mit 
ilfl.^^^naxe in Q, so ist QaAa' eine berffionische Reiheitji^ 
vp^^e^^ , j^obatitete durch i^ren 3er^ri9igi9|wi^((::^ajj^^^ , ' 

. Hieraus folgt» dase ein Parallelogramm von coristantem InhaU 
entstellt, wenn* man vom Berührungspunkt einer Sut>stitute Pzf^* 
ffetlinien mit den Asympiolen zieht, da dieses Parallelögrajrai 
offenbar die Ufilfte des durcb die Substitute abeeechnittenen drsh 

eck« ist. ^ ' . -T. 

{. ^18. Lekriaiz. Jeder kegelscbnttt mit vier uneßdlfebeo 
Zweigen ui eine UyperbeL (Clg..U9*) • t ^ > > u •> - 'S ^tt» 

i Beweis. Es seien und AT9 die A^^nnptoten des gege- 
bteeo Ke^efechhitts, B€ derjenige reell« Darcbmee«^r des^dbeii» 
weicher den Winkel MAN halbirt. Trägt man ntm die Entfernimg 
ii€ aofililf ab ftis />, ernebtet in i> ein Loth i>£; bis ztif DoRb- 
■dbn^tduni? mit der Richtung^ ABj und consttiiirt eine Hjrperbelf 
ymMk% BC zar Aiie(- deo- PiMkt E zs einem ihrer BrevnpanlllS 
\m% Midist teiebfr Migen, dass dbBM fly|»kh«|:|ii'>|di6fl MakMi 
«II dam gttgdbeiiMi KegebMfanitt sMannaeiiMlahiiwhrd; ' ^ * 

Denn man überzeugt aieb leicht, daaa die A83nniptoten der 
eioMileliSyperbai iwA» iiHen^ wl dM WeÜeM^^olgl 

dMdw der: Idsl«» Bemeiiimg dev-Teif^en PimigtrabMi.'*'^ ^ 

.ff*. \ •. . 

{. 219. Betracbtnjyg de« ^egel^cbnittajnit^aivei 
endlichen Zweigen. Hier entspricht einer Kreiasehne PA, 
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(Fig. 117.), elu Durchrneiiiser, ferner der Si^hiie Cö, welche dif# 
durch A gezogene Tangente auf der Gegenaxe in ß durchächiiei- 
det, eine diesem Durchmesser Eugeordnete Sehne. Indem man 
nun ganz den Weg verfolgt, den wir bei der Betrachtung der Pa- 
rabel angewendet haben, wird man sich übfrzeugeji, dass alle- 
inal ein harmonischer Büschel entsteht, sobald man irgeod einen 
Punkt des gei^ebehen Kegelschnitts mit dem Scheitel eines l)urch- 
jnessers und den Endpunkten einer ihm zugeordneten Sehne ver- 
bindet, und noch von demselben Punkte eine Parallel« mit den 
Biprclimi^aer »iebt 

Denkt man sich den Punkt B so bestimmt, dass zuerst das 
Projectionscentruffl O mit dem Berührungspunkte P der (vegen- 
a^e veibunden und sodann senkrecht auf errichtet wurde, 
«9.^1^^ der Durchmesser, welcher der Sehpe PA entspricht, pa- 
lallel dem Projet tionsstrabl OP, und die Tangente, welche der 
Tangente AB entspricht, parallel dem Projectionsstrahl PB\ man 
kann also schliesjsen, dass es in jedem Kegelschnitt dieser drit» 
ten Art einen Durchmesser welfchef , «imlMUtpht auf de» ihm 

aqgeeriineteii «Sehnen .slabt. . .,<'... 
■t 

§. 220. Lehrsatz. Jeder Kegelschnitt mit zwei unendlicbeif 
ZweigeA ist eine PjM'abeL . ' , 

Bew«l8. Es sei (Fig. 120.) AG die Richtung eines Durch- 
messers in einem solchen Kegelschnitt, welcher auf den ihm zu- 
geordneten Sehnen BC und DE senkrecht steht. Verbindet man 
E mit At B und C, und zieht EH parallel AG, so erhält man 
eineo harmonischen Büschel und durch diesen auf der Richtung 
BC vier harmoidsche Punkte B, H, C, J. Der Durchmesser 
AG haibirt die Sehnen BC and DE^ ivie.leicdbl m mw»m^ int» 
in F nmi Gi ala^ hat man wsMmU 

. GE:GA = FJiFA. 

8«liC ntni emmniroen, so kommt: 
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3üd tM$en: fmchuh äer neuem Geometrie, itu^ei. ehu eiemeni. 
Bestimmt maki also die Länge p gemäss der Gleichung 



und; constroirt eine Parabel, deren Scheitel in A, deren kut ii 
(iie Ri^litukig AG fölit und deren Parameter gleich p iety «o wh4 
diese Parabel in .allen Punkten mif dem gegebenen SegelsdiDttt» 
«a^unoienfallen. ' 

{. 221. XeArmfs. Jede einem Kreise (also aubli je^^ elber 
EUipee) #nf .f^tgarji?^ eine E^^ ^ . 

BcT^ eis. Der iBevveis fÖr die, Eigenschaft der Ellipse, nacn 
welcher jede Ordinate zur mittlem Proportionale aus den Abschnit- 
ten des zugeordi/eten Durchmessers in einem constanfen Verhält 
otss stfht, stßt^te sich auf ihre Affinität mit dem KreWe änd gll^ 
efl€|n6ar f&r jede dem Kreise afhne Figur. 

' In einer solchen werden zugeordnete Durchmesser solche sein, 
die zweien auf einander .senkreehten Kreisdurchmessern' 'entspre- 
chen. Lässt sich nun beweisen, dass unter den zugeordneten 
Durchmessern der gegebenen Figur wenigstens zwei auf einander, 
senirrechte existiren, ao wird dieselbe nichts Anderes äfls eiD« 

■ 

lS|tip4^ aeie .kÜDiieii. -Djea leistet aber d^r fplgende ßa^;. 

''^ fii swei affinen Figuren lassen sich immer zwei 
Faäre entsprechender Richtuiigeta ao'.i^estim men, dass 
diejenigen/ welche einem und demselben Systeme an- 
geb9re,ti, auf eitoaiideV senkrecht stehen. (Fig. 121.) 

' Es seien *4 und A' zwei entsprechende Punkte in affin li#- 
genden Systemen, XY die Affinitätsaxe. Von dem Punkte P, in 
welchem ein in Her Mitte von AA' errichtetes Loth die Axe schnei* 
det, beschreibe man einen Kreis. Trifft er die Affinitätsaxe in 
M und JS, so stellen die Geraden AM, A'IU, AN und A'N ä^f' 
Wahrheit der aufgestellten, Behauptung vor Augen. Im Fall, dass 
das errichtete Loth mit XY parallel sein sollte, fallen zwei der 
in Rede atehendeo Ricbtoogen in den Affinimps^%ifl - 

Wird ein Cylipder mit kreisförmiger ^ Basis durch eine der 
0aaie nicht parallele' Ebene durchschnitten, so ist die Durchschnitts* 
figur mit dem Grundkreise in räumlicher AfiSnitätalage. ' Dieselbe 
wird also eine £llipse sein, und um ihre Axen aosaumitteln, kaoa 
man sich einer der vorfaiii abgegebenen ihnlichen €onetructiso 
•bedienen. - 
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ei elDem scblefen Cyliiider mit kfebförmlger Basis «rhfilt 
naa ancli docIi in einer andern lUchtnng als des Gmndkrei- 
aes als Onrcbsclinittsfigar einen Kreis, nftmlicli wenn eine von der 
AIBnitSlsaxe ans senkrecht dnrch dfe Aze des Cyliodeni gelegte 
Ebene den Winkel zwischen der £bene des Grundkreises und der 
UurchschuitUebene haibirt. 

" ZuM-ait. Ans dem ireianstebenden LebisalM feJgt, dass 
jede der GleiebitngeD 

and ^ 

» 

allemal eine Ellipse bestimmt, ma|» die Ricbtnng der Ordinaten 
gegen die Absdssen sein, welche sie will. 



Denn ebie so bestimmte Kurve wird dem Kreise affin sein. 

Anmerkung. Es iässt sich zeigen, dass auch ein schiefer 
Kegel mit kreisförmiger Basis noch in einer andern Richtung als 
der des Grandkreises als Dorchschnittsfignr einen Kreis giebt* 
Wir lassen nns aber ans Mangel an Raum nicbt auf diese Unter- 
soebong ein. 

« 

222. Lehrsatz. Jede einer Hyperbel affine Figur ist eine 
Hyperbel» und jede einer Parabel affine Figur ebm Parallel. ■ 

Beweis. Eine der H^-perbel afßne Figur hat vier unend- 

Siehe Zweige und ist mit dem Kreise homographisch. Die einzige 
loroographische Beziehung, die aber zwischen ihr und dem Kreise 
Statt finden kann, ist die Conf<}rmität; folgiicb ist die ^gebene 
fiffi eine Hyperbel« n. s. f. 

' Jede der Gleichungen ' . ' 

bestimmt alse unter allen Umständen eine Hyperbel» die Gleicbung 
TMIXXIX. U 



» 
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eine Parabel. 

■ 

Anmerkung. Die Sätze von der Aehnttchkeit und CongruüB 
der Kegelschnitte fibergeben wir. 

♦ 

§. 223. Lehrsatz, Die Ellipse ist mit jedem ihrer Leitkrein« 
in Conformltfttelage : Ceotrum ist jedesmal der Mittelpunkt dieses 
Kreises» Axe aber diejenige Gerade, welcher die Eigeoschaft der 
Petenzenlinie fiir den Leitpnnkt in Rfieksicbt auf den |jeitkrrif 
snkemmt (Fig. 122.) 

Beweis. Erstens. Eine Tangente der Ellipse und eineTaa» 
gente des Leitkreises« deren Berührongspunkte auf demselben 
Radios liegen» begegnen sieb auf der Petenzenlinie des Lei^ 
pimkts 

Denn da die Tangente B'F der Ellipse seiikreclit durch die 
Mitte von AB geht, so ist AFz=^ßF» folglich F eio Punkt det 
Potenzenlinie des Punktes A, 

Um die Potenzenihile voUends zn besHmaieD» wird man darel i 
ein sweltes Paar von Punkten» C and C, die in derselben Be- 
tiebung steben wie und B, Tangenten ziehen und Ibren Our^ 

Schnittspunkt G nehmen. ' 

Zweitens. Das von Kreistangenten und Ihrer Berflhrangssebne 
gebildete Drdeek ^CJ71legt perspectivisch mit dem Dreiecke B*C'It, 
Wiehes awel Tangenten der Ellipse an Seiten bat. (Flg. ISS.) 
Die Gerade OB, welcbe den Mittelpunkt O des Iiisilkrdsei "iA 
dem Tangentendnrchschnitt iSfTerbindet, geht senkrecht durch die 
Mitte von Bd desgleichen werden die Strecken AB und A€ 
dnrcb B'H' und lothrecbt batbirt; folglicb wird JST; au(dii< 
Geradlen OJ? liegen, da die drei Geraden» welche eenkreclf 
durch die HäWrungspunkte der Seiten eines Dreiecks ^ißC geben» 
sieb In einem und demselben Punkte schneiden müssen. ' Weil 
nun aber die beiden Dreiecke BCH und B'C^H' perspectivisch 
liegen, so liegen sie auch axial; folglich treffen sich BC und \ 
B'C au[ der Geraden FG, d. h. auf der Potenzenliuie des Punk- 
tes ^. - I 

j 

Zusais. Die Gerade FG ist die Pebve des Punktes A ia | 
Bezug auf die Ellipse. 

Denn» wie leicht einzusehen» ist * , 

! 'Ohl !''«•'" 



G*iit also die BerOhroTigssehne B*C* durch .4 oder, was dasselbe 
sagt, lallen AB* and AC* in eine Gerade, so fallen i4F und 
il6r zosammeti ; folgllcli echneiden sieb dann die Tangeoteo B'D 
und C*E auf der PotemteaUnie XY.- 

{. 224. Lehrsatz, Das von irgend einem Punkte einer Ellipse 
aaf die Polare XY eines Breniipunkts gefällte Lotb steht zu dem 
nach deniselben Brennpunkte gezogenen Leitstrahl in einem con- 
stanteo Verbältniss. (Fig. 122. a.) 

Beweis Ziehtman CA' parallel OlT, so Ist C'ü:=CC=sC'il. 
Nun verhält sieb 

C'KiB^BbzJCUJB' 

o4er 

AC'.AB'suJC'tJB', 

indem J den Oarchschnitt der Geraden BC und B'C bezeichnet 
F&llt man mm von » und C die Lothe B'L nod CM auf XY, 
so bat man anefa : 

C'MzB't^JC'tJB*; 

Wglidi Mfbält sieb 

aM:B'L = AC:AB', 

•der aneb 

CMiAC-B^LiAB', 

Anmerkung* Man siebt sogleich, dass B'L gfOsser ist als 
AB\ Denn beschreibt man ans B' einen Kreis mit B'A» *se 
berObrt dieser den Leitkreis nm O Im Punkte B von Innen; also 
l4r<l dieser sweite iCreis nm B* aneb das Lotb B'L Innerhalb 
das Knrises um O dnrebsehnelden. 

§. 225. Lehr sali. Ancb die Hyperbel ist mit jedem ihrer 
Leitkreiso in (lonformitätslage. Ceotrum und Axe wia hei der 

' Beweis. Es bedarf nur einer Betrachtung von Figur 123. Der 
Leitpunkt Ai liegt hier ausserhalb des Leitkreis e^^ um O. Sind 
ÖS und OC zwei Radien des Leitkreises, so bestimmen sich 
die Punkte Bi und Q der Hyperbel, welche auf deren Verlänge- 
rung liegen, indem man in den Halbirungspunkten von A^B und 
il|C in /> und f^othe errichtet u. s. f. 

' ÜBramr acimi (Fig. 122. a.) Ten sw^ Ptofalen einer Hyperbel Bi 
«id Ci die Lethe 4^ ^ A^i ^ ^ M«e <lee IitM* 
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204 Misen: Vofsehuls der neuem GemnetrU r ine^e, ^etm eiement, 

ponkts Ai gefallt, J sei der Putikt. in welchem B^C^ der ent* 
sprechenden Geraden begegnet, QiC| parallel OB, Alsdann ist 
«rieder da» Dreieck CCiKoo ^ OBC, aiaogleichaclieBklig, and« 
▼eriiält aich 

Zusatz. Die Ellipse und Hyperbel aind In Confurroitätslage 
mit jedem Krelae» der einen ibrer Brennpunkte com Mittalpnokta bat 

Beweia. Construirt man denjenigen Leitkreis, welcher den- 
selben Brennpunkt zum Mittelpunkte bat« ao hat man drei System«, 
von denen zwei mit dem dritten in perspectiFiscb axialer Lage 
sind: erstens der gegebene Kreis ist mit dem Leitkreise InAebo* 
iicbkeitslage, und zwar ist der Aebniicbkeitaponkt der gemeio- 
aame Mittelpunkt beider Kreise; zweitens der gegebene Keg^l- 
aebnitt bt mit dem Leitkreise in Gonformitfitslage in Besag auf 
daaaelbe Centmm« Deranacb bilden aucb der gegebene Kreis nod 
der.g^bene Kegelschnitt zwei homographiacfae Systeme, wsnii 
man diejenigen Punkte ala entsprechend auf einander besieht, dis 
elneni und demselben Punkte des Lettfcrelses entsprechen. Da 
nun aber dieae beiden letztem ^yateme ebenfaUs perspectiriieh 
liegen,' ao liegen ate auch axial, und sind daher, wie eine knm 
Ueberlegung zeigt, in Confermitötslage. 

226. Lehrsatz, Die Parabel Ist mit jedem Kreise ii 
CofefoimltStslage, der Ihren Brennpunkt zum AlltlSelpuakte bat. 

Beweis. Wir haben nur nvthig, zu beweinen, dass die 
Parabel mit irgend einem Kreise» der ihren Brennpunkt F zun 
Mittelpunkte hat (Fig. 117.)> in Gonformitätslage sei. 

£8 sei JK die Leitlinie der Parabel, 17 F die durch ibna 
Seheitel P gebende Tangente, A'F ein Innerer, AfM ein ilnsitrir 
Leitatrahl, alao A'F^ A'M. Wird nun der ernte dieser Leitstrah» 
len von einem Kreise,, der die Strecke PF zum Radius hat, bi 

der andere von der Scheiteltangente in L durchachnltten, pö. 
lat AA^^A'L. Zieht man aodann in A eine Tangente an den 
Krela hia zur Durehachneidung mit der Schelteltangente in A 
an lat BA* die Halbirungalinie dea Winkels LBA, BF diejenige 
dea Winkeln PBAi mithin aind BA, BA*\ BF, BP vier haf- 
menlache Strahlen, und, «veforn N den Durchschnitt der Rieh- 
Umgen VV und AF bMelehnet, < i • 
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also 

(NF.AA'isz'sL 

Die Strecke NF wird also von den beiden Punlcten A uod A' 
nach eioem Doppelverhältoiss von constantem Wertbe =2 ge* 
theilt; folglich hat man zwei Systeme in perspectivisch-axialer 
Lage, für welche F das Centrum und UV die ConvergeDzaxe ist. 
Die Gei»enaxe IiS lur das System des Kreises isi diejenige Tan- 
gente desselben, deren Berührungspunkt Q auf der Axe der Pa- 
rabel und dem Scheitel P gegenüber liegt. 

§, 227. B emerkungen. Aas der Conformität der Kegel- 
schnitte mit dem Kreise folgt unmittelbar, dasö allemal zwei con- 
fonne Strahlenbüschel entstehen, sobald man zwei Punkte des 
Kegelschnitts mit beliebig vielen andern verbindet. Im ÄUge- 
meioen werden diese Strahleobüschel nicht congruent sein. In 
der gleichseitigen Hyperbel erhält man aber zwei congruente 
Strahlenbuschel , sobald man die Centra derselben in die beiden 
Endpunkte eines Durchmessers verlegt. Man wird sich hiervon 
leicht überzeugen, wenn man sich des Satzes erinnert, dass der 
von einer Sehne und einer Tangente gebildete Winkel dem ent- 
gegengesetzten Peripherievvinkcl gleich is^ Die beiden congru- 
enten Büschel haben aber hier eine solche Lai^^e, dass die ent- 
sprechenden Strahlen nicht wie beim Kreise in demselben, sondern 
in entgegengesetztem Sinne auf einander folgen. 

Ebenso gilt für jeden Kegelschnitt der Satz, dass zwei Tdn- 
genten durch Transversaltangenten in hoiuügraphischen Punkt- 
reihen geselinitten werden. Im Allgemeinen werden diese beiden 
Reihen coniorni sein und ihre Gegenpunkte werden durch die 
beiden Transversaltanerenten bestimmt, welche den beiden festen 
Tangenten parallel laufen. Sind die beiden festen Tangenten die 
Asymptoten einer Hyperbel, so fallen die beiden Gegenpunkte in 
den Darchscbnittspunkt derselben, d. b. in den Mittelpunkt der 
ByperbeL 

Die Parabel bat keine parallelen Tangenten, also exietiren 

auch keine Gegenpunkte. Die beiden homograp bischen Reihen 
können daher hier nur proportionale (bezüglich congruente) Reihen 
«ein. Dies ergiebt sich noch deutlicher aus folgendem Satze: 

iS^' 'i»ehrsmtt. Wefden swtr feste Taageiitoa elMr 
PMnM vetf -iiiier TtattsTereaHangealeidirelwdiülte»;) «« erbill 
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man eine richtige Proportion, wenn man die dem Tangentendoidi« 
schnitt aniiegendeii Abschnitte zu äusseren, die den Bera||^uog8- 
punkten anliegenden zu Innern Gliedern macht. 

Beweis. Es teieD AD aod BD die l»eideo feeten Tang»* 
ten (Fig. 124)» P aod Q die Puokte, in denen ele von der Tnai- 
feienltangente C geiehnitten weiden. Ziebt mtB dnrefc P« C, 
«id Q Onrebmeeser der Parai>el; Pp» Cc, Dd» Qf » m wird 4« 
Berdhmngeseline AB dnreb den DarclimeeeerZ)i{» AC dnrck j^« 
BC dmeh Qq halbirt Liegen also die Punkte |>» e, g asf 
ABy so ist auch p die Mitte von AC, q diejenige von Ä. Aleolit 

Ap ^ HAB^Be) = iBe = dq, 

pd = qB. 

Uenmi feigt: 

DPiPA^BQ.QD, 

V 

Ist Dd die Aze der Parabel, so steht dieselbe senicrecht anf ABt 
also wird 

AD^DB, 
und felglieh nnd die |^iben 

DPA nnd BQD. 

einander congruent. 

' 5. 229. Lehr sali. Sind zwei horno^raphisehe liüach«! in 
nicht axialer Lage gegeben» so bestimmen die Durchscbnittspaiikt« 
entsprechender Strahlen einen Kegelschnitt 

Bewein. En neien (Fig. 109. nnd Fig. 100. a.) cf «nd b' die Cea- 
tim ven nwd «homograpbincben Bdaebeln 

e'm', tt'6', oV, a'iP; 
6'ai', b'mi% b'c\ 

in nicht axialer Lage, in denen b%* in die Verlängerung von a'h\ 
(^mi* in die Verlängernng von b'm* föllt. Sind nun a und b ^le 
Centra von zwei congruenten Büscheln, die den beiden BÄscb^'» 
und 6' conform sind; so folgt zuerst aiis der Congrueo« der 
BiKbel « nnd 6, deren Strahlen wir uns in demselben Slnoe 
Mf eiwider Mfend deniM, denn die Itenhnclwittepnnbtft^^ 



Digitized by Google 



' * 

•piwitaiAfer Strablen ä, 0 mf der Periplierie eioes Kreises 
tiegeiit welche 4afeb a und b fehl. Nun aber sind die beide* 
Fflefeeke äbede und a'^&df€* bemograpblecb ; folglicb liegeki dte 
Ecken dee letetem auf einer dem KriAee bomographieebeA Figvr» . 
d. h« anf einem Kegelscbnitt» 

{• 290. Zntmiu Anf Sbniicbe Art würde «ich beweiaen las- 
sen , dann, wenn awei bomographiscbe Pnnictreiben in nicbt per- 
^p^yineber Lage gegebeodni, die Linien 1 welche entsprechende 
Pnnkte beider Reiben Terblndfü, einen be^ßinmten Kegelschnitt 
birrii|i)cen. 

hehrtütt, Bnreh fünf Pankte, von denen niemals drei in 
gerader Linie liegen, Ist allemal ein Kegelschnitt bestimmt 

Bevi^eis. Nachdem mao die Punkte af und 6' (Fi p^. 109. und 
101. a.) mit e',i2'«nd ^ verbunden hat, läset eich der^Stohl bitn^ 
in bestimmen, daae die beiden Bdschel 

0*6', aV, a'd', «V 

AemogTBpMseh «aden. Ehenee kann nmn den Stniil 41^' ee 
sieben, dass 

V«, a'c', afdf, nV 
6'a% ö*d\ b'if 

Immograpbiach werden. Man hat also awei bomographiscbe Strab- 
lenbdschel af und 6' io niclit iiMipfictlriscIier Lage, worans her* 
▼ergeht, dass die Punkte aS 6% &, d*, c' auf einem Kegelschnitte 
Hegen. Schaltet man nun aber dem Bdscbel af noch einen belie- 
bigen eecbsteu Strahl ein, so ist klar, dass der entsprechende 
Strahl des BOsehels b* TolUcommen bestimmt ist; folglich ist auch 
jeder sechste Punkt des durch a*b'c*d*e* gehenden Kegelschnitts 
bestimmt. 

§. 231. Lehrsatz. Zwei beliebige Kegelschnitte können auf 
unendlich viel verschiedene Arten als h omographisch auf einan- 
der bezogen werden, und zwar kann man drei Paare von Punkten 
In denselben nach W illkiihr als entsprechend setzen. Sodann aber 
entspricht jedem vierten Punkte des einen Kegelschnitts ein he- 
«•ttomiter Punkt des andern. 
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Bis we i 8. Es seien a, 6, c, andererseits a\ b\ c* (Fig. 10(^. ond 
109. a.)> Punkte sweier Kegelschnitte. Zieht man io a and 6» sowie 
io a* und b* Tangenteo an beide Kegelschnitte : qm« dm» o'm' uiii 
. 6W; ao wird» wofern man die beiden BOacbel 

als conform auf einander bezieht 3 dem willkürlich gezogenen vier- 
ten Strahl ad ein bestimmter Strahl a*d* entsprechen. Beide 
•Strahlen werden aut dem gegebenen Kegelschnitte zwei Punkte 
d und d' bestimmen. Auf dieselbe Weise lässt sich ein fünftes 
Paar von Punkten e und e* finden u. s. f. Nun aber sind die bei- 
den Fünfecke abcdm und a'b'c'd^m* homographiscb. Denn zuerst 
aind die beiden Büschel a und b, und andererseits a' und 6', 
liomographisch gemäss der Eigeaibttmlicbkeit der Kegelschnitte» 
Zweitena ist der Construction gemSss der BOachel a dem ßäschel 
bomographiscb ; folglich gilt dasselbe von den Büscheln 6 und 
6'. Nacbdero also die beiden Vierecke abem und afbt&mf als 
•ntapreebend an Gmnde gelegt sind, läsat iddi an jedem weiteren 
Pnnkle dea einen Kegelaebnitto ein beatimmter Pnnict dea aodem 
fiacbweieen, ao daaa beide dnrcb faomogfapbtache FQofeeke be- 
atlmataind. Dteaaber iat daaKemiaeicbenhomograpbiacfcarFigium 



1 • . • »t 
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III. 



V^her die Segmente der Parabel und d^ elliptischen 

Paribeloides« 



Von' 



Herro Franz Unferding^rf 

WboMvaniehwifi CMcnlator 4er k. k* p. A«i«ida AMieiini^M s« 
■ ' ' Tfieat. ' ' 



I. D 16. P abel. 

1. Nelimeo wir d«D Scheitel der Parabel znni Anfangapunkt 
eines rechtwinkligen Goordioatensystems der xy und den Durcb- 
mesfier derselben znr positiTeu Halbaxe der Absclsseu, so ist 



ihre Gleichung. Wird diese Parabel parallel mit der Abscissen- 
axe und Im Sinne der positiren .t verschoben, bis der Scheitel 
um den Betrage h vom Coorclinatenursprung absiebt« so ist diese 
neue Lage der Kmvo durch die Gieicbuog 

(2) y^=:2p(x''h) 

dargestellt, und diese zweite Parabel liegt lonerhalb der ersten. 
Ziehen wir dnfrb einen Pnokt .M der s^weiten ParaM» deiM« 
Cpordlnaten ^> Sfk «ein mSgen, so dass auch 

(3) S/i'.^M^i^hy . , 
Itts' eine Tangente, so tot die Gl^cliübg ^ersell^^ 

(4) ■ f =j*+g(?»-..2*): 
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lamuü wir die Glaiehiuigvii (1) und (4) gleiehMltig bflsMmi, m 
gibt die AoflQeang deraelbeo io Besag anf y and 9 die 
aetee der DnrdMciieittapiiDkte der Tangente (4) mit der PaiaM 
(1). Schreibt maa die beiden Gleicbmgen (1) vad (4) nnter dar 
Form: 

«Ä^. 3^- (0-4-2*). 

•o hat man: 

Da dteae Glefehnag tn Besag auf jr vom awelteii Grade iet. m 
aehaeidet die "^an^j^te (4), die Parabel (1) im .4Ugenie|n.e|i i» 
awei Pnnfciton L ano T9, und wenn wir dle'Coordinatea deraelbeii 
dnrch Xy» X» and N^, Nm hmMtimm^ ao lat 

.(») Xi,Ä^ + V^, A,=jf|-.V^ 

und .... 

p P 

iV,safc(y,_V^)-(*i-2A) =x.-& Visa. 
Da aus dieseu VVertben für die Coordinaten der Ponl^te L nnA 

iv folgt: ' « - ' : ^ 

ao liegt der Berfihrangspunict M stets auf der Ultte der SAne 

Leihen wir nan an die Süssere Parabel (1) eine Tangen!^ 
so ist, wenn .v'tj' die Cooidioatea des Berübrniigspupktea ^iluL 
die €le¥:baDg derselben: . < 

und. diese l^ere wird mit der Tangente (ji) jpar|^|)el se^n« vreno 

'(g) ' ys±jfi. alao naeh (3) a:'ttsa^*^* i . " 

ist, woraus hervorgeht, dass der Berührungspunkt (i^'t/O aw^ ^'^^ 
durch (jüiyi) parallel zur Abscissenaxe gezogenen Geraden liegt» 
wie leicht vorbersnaehen war. Das parabolische Segment, wel- 
ches zwischen diesen beiden' Tangenten (4) und (8) enthalten und 
im Voraus als eine Function der Gooidinaten ^,9% ao bet^^^* 
Im lat» aell bwi beatlmBt.werrii^ 
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ufki äe$ eUiptUchen Paraitoioi^, ... . ül 

Z« diesem Ende denken wir uns in dem auf d^r poditlteu 

Halbaxe der a: gezählten Abstände A, welcher kleiner als h sei, 
eiae dritte gieicbiiegeiide Parabel coustruirt, dereu Purjouetar ^ 
ist. Zieht mpMi an diese Parabel 

in dem Piuikte (»iff^!) eioe XaDgeote, m bt 
(11) ^=^.^+^(^,'-2*) 

Ikra GMehwig. IMMe Ctonde lult jeaer fMlM Mia» 

jfi'ssy» also nach (10) art'=s«' + Ar 
i«tt «od man kann la dieaem FaHa atatt (11) aatMD : 



(12) 



Die Cöordinaten h, ly und tixt Uy der DarchschniYte fandii 
ser Tangente mit der Parabel (1) gehen aus den Gieicbungen (5) 
and (6) hervor, wenn man y^, k an die Stelle von Xi» h 
«etzt £s ist sonach: 



. ■ 



Der Abstand P des Anfangspunktes ron einer Geraden 
y^A'x-^-B* wird bekanntlich durch die Gieichuog 



bestimmt» wobei das obere oder untere Zeichen gilt^' jenacbdem 
B' positiv oder negativ ist. Bezeichnen daher p und p* -die Ab> 
stände des Anfangspanktes von den paraUeleo Tangenten (8) und 
(12), 80 ist 

froJ^M .4a8 obere oder untere Zeichen gilt, jenachdem y** ^ 2^Jk 
Au diesen bMea EiMleRNnißali dÜaliaaaa 4cd Albstaad ^' 
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mobjÄ& beide Perpendikel auf derselben Seite des Anfan^spunlc« 
tee liegen, oder wenn mau p und p' addirt, sobald die li^eideD 
Perpendikel auf etitgegeni^esetzten Seiten des Anfangspunktes lie- 
gen, üm hierüber zu entscheiden, ist folgende Betrachtung; noth- 
wendig. Die beiden Tangenten (8) und (12) liegen auf derselben 
oder auf entgegen (gesetzter Seite des Anfangspunktes» jenacb* 
4m die letzten Glieder ihrer dleicbiingei» • . - * 

2 2y 

gleiche oder entgegengesetste Vorieiehen haben» d,h.* wenn hoMe 
Grossen mit y mnltiplieirt werden» jenachdem 

gleiche oder entgegengesetste Terseidieo habeii* Hlerans folgt» 
dass die beiden Tangenten (8) and (12), midiin aneh die Perpee- 
dikel p und p', auf derselben oder auf entgegengesetzter Seite des 

Anfangspunktes Hegen» jenachdem^** ^ 2|iA ist Im eisten FäOe 
ist: 

im zweiten Falle ist: 

mithin ist in voller Allgemeinheit: '- ' 

pk 



Hieraus findet man den Abstand q der parallelen Tangenten. 0^ 

und (12), wenn mau ^7?A setzt: 



Betrachtet man jetzt ^ als eine veränderliche Grösse und lässt 
dieselbe nach and nach alle Werthe von 0 bis h annehmen, so 
werden die stetig aufeinanderfolgenden Tangenten (12), welche 
den msebiedenen Paralieln (10) entsprechen, das parabellaehe 
g e g aie nt "hr eiD#'Vibegrenate>A«Babl von- Streifrah seriegen von 
der Bi^M^f'. Der Inhalt ei&eersnlehen«'SMfiMiiist dan'IHIb- 
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renzial des Inhaltes des Segmenten. BezeicbiMB wir dietet Ittt- 
tere mit äff und die Länge der Sehne In iQtt i2, so ist offenbar. 

und wenn mao aiviscbeo den Grenzen 0 und q integrirt: 



1*1 



Nun ist bekanstlieh: 



oder, weil aus den Gleichungen (13) 
folgt: 



P 

ferner gibt die Glelehang (U) : ' 

' P 

Werden diese Werthe von R und dq* in das Integral (16) sub- 
stituirt und die Integrationsgrenzen 0 und q in jene 0 und h ver^ 
wandelt» wie ea die Gleichung (Id) .ecfordert,.ao findet man; 

also ist der FiSchenraum F von der Lage des Punlrtea (sp^ffi) 
unabhängig« woraus sich ioigender Lehrsatz ergibt: 



1« L « b r » a s« ^ 



Haben zwei Parabeln denselben Parameter und auf 
derselben Geraden gleicbliegende Durciimeaaer, mo 
schneidet jede an die innere Parabel gelegene Tan- 
gente van der Susseren Parabel Segmente von gleichem 
Inhalt ab ond der Berfibton^npAKki liegt aieU..iai MH* 
telpnnlite id«f Serfc«»^* ''m>m 
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2. Um den Schwerpunkt eines solchen parabolischen Heg- 
roentes y.u bestimmen, eriooero wir au die aus der Mechanik be- 
kannten Gleichungen: 

in welchen A', F die Coordinaten des Schwerpunktes des Fliehen* 
raumes F; Xx ^ yi jene des Schwerpunktes des UiffereoiMÜa 
dF beseichneo. In dem vorliegenden Falle iat offenbar: 

9g\d£^;g'^U).dFs=:ai\dF^/6 . 2 V2^. dU =vr' .k\dk, 

yx\dF:=g'.dFi 

alae« wenn man awiachen den Grenzen 0 nnd k integrirt: 

F. F = y'.F; 

milbin iat: 

(17) X=x'^lh, F=y'. 

Da nach dem Oblgeii arj s -f A, y^ ^ y* ist» ao liegt der 
Sehvrerpnnkt auf der Terbiodttogslleie der Pbakte (s^^) nnd (ir'yOt 
nm {A von dem letsteren entfernt. 

Lässt man den Punkt nach und nach alle La^en auf 

der Parabel (2) einnehmen , so beschreibt der correspondirende 
Punkt (a^y^ die Parabel (1), ond der zugehörige Schwerpunkt 
(XY) beschreiht eine Kurve, deren Gleichung aus (17) und 
y'2=2|MP' hervorgeht, wenn man md y* eliminirt. Diese Eli« 
nünation au^fiibrt, erb&lt man: 

(M) ' F» = 2p(JC-|Ä), 

welebe Gleichung eine gleicbllegeode Parabel mit demselben Pa- 
rameter SSp beselcbnet» deren Scheitel» auf der positiven Halbtxe 
der X liegend» um ih vom Anfangspunkte abateht . Diese Kurve 
Ist demnach als der geometrisebe Ort der Schwerpunkte aDer 
Segmente an betraditen» welche durch beliebige» an dljp Inoeif 
Parabel gezogene Tangenten von der Süsseren abgescfcnitten werdse. 

3. Das Vorhergebende gestattet eine sehr einfiMdie Aan&Miiig 
des Pseblems: de» FÜeheninhalt und Schwerpunkt efnea ««g* 
m a nta i au b a stimm s » » welehaa aiaa beMuMga Guiada T 
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▼on der Parabel (1) abscbiiddet. Denn betrachtet miin dieee Ge- 
rade als Tangente der Parabel ^* = S^(j;*-A)«. und aind x^, yi 

die Coordinateu des Berübrungspuaktes, so daaa ancb 

ist» eo inase diese Gerade mit jener (4) identisqb sein« man bat: 

Ol) J=f . ß = ^(*4-2Ä), 

9i Vi 

so dann ans den drei Gleichungen (20) und (21) die Unbekannteii 
^r Vi und A immer bestimmt werden isflnnen. In der Thal folgt 
an« den Gleichnngen (21); 

B 



und -wenn man diese Werth« in die Gieiehnng ^ »nbstitnirt, ae 
gibt diese die Unbekannte 

vW) Äss« — — ; 

folglich sind auch die Coordinaten Xy , yy des Berührungspunktes 
bekannt, und weil x'^x^ — i^^f s<> findet man leicht: 

und hiermit nach den (xleichaogen (4) und (17) s 

• Znemt». Ist A=0, di lu p = 2^Ä, so wird ' ' 

denn in diesem F'alle hozeichoet ^^Aae-^-B die durch den Punkt 
(^y) gebende' Tangente. 



IL Das eliipliaehe Parabeleid. 
» IMfbri xilr 4« «MnMI <llnw«llifltahwPaiiMöidei adair 
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positiven Halbaxe der und die Hichtungen der Parameter p uad 
q SU AzeD,der,a; uod ^, so ist die Gleichung . dieser Fläche: 

Wird dieses elliptische Parabolpid so fortbewegt« dass alle Pookte 
desselben Parallelen zur Aze der % beschreiben, bis sein Ast mn 
die Länge h vom Anfangspunkte absteht» so wird diese nea^ Lage 
der Fläche durch die Glelchoog 

dargestellt Das' elflii^tisebe Paraboloid (2) liegt dann Iii seivw 
gansen AasdebnuDg ianerbaib des eiriptiscben Paraboloids (1). 

Es seien .t, y yi, Zi die Coordinaten eines bestimmtea Pnak- 
tes auf dem elliptischen Paraboloid (9), so dass auch 

Ist und die durch «Uesen Punkt gef&brte BerOhnmgsebeDe durch 
die Gleichung 

dargestellt wird« Wir haben die Absicht, im Folgenden das Vo- 
lumen deqenigen Sefpnentes zu berechnen, welches die Ebene (4 
▼on dem Susseren Paraboloid (1) abschneidet, und es kommt ^hier^ 
bei zunfichst darauf an, die destalt und iDimeoslonen der Kurve 
SU ermitteln , In welcher eben die Ebene (4) das elliptische Pars* 
boleld (!) sdiheldei -Die Gleichungen dieser Kurve sind ofcäibar 
Jene (1) und (4), sobald man die laufenden Coordinaten x$ ff» * 
auf dieselben Punkte des Raumes besieht EKnilnbt nMu>mil">^ 
die Goordinale t, so erhält man: 

oder, wie man leicht findet; *• : . > 

als Gleichung der Projection der Dnrchschnittsfinle auf die Ebeoe 
dei.«fi. DUese btseiebnet .eise Ellips«» . deren Mittelpunkt die 

<sh,. hnl^. Qid 'd^ren'-BalbMnii Vl»Zv-Vi^ 
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Hieraus folgt, dass auch die Durchschnittslinie im Räume, deren 
Gleicbuns^en (1) und (4) sind, eine Ellipse i^t, weiche deo Berfih- 
rung&puukt (^i^i^i) zum Mittelpunkte hat. 

Legt mao durch einen Punkt {x'ff^if) des äusseren Paraboloi* 
des (1), fttr welcbenndso die Gieichung 

gVt» eine tengireiide Ebene, so ist die belcannte Gletcliung derselben: 

«nd diese wird zur tangirenden Ebeue (4) paruiiei sein, wenn 

fet, wüclurt h also der Punkt {x*y*z') in Hinsicht auf den Punkt 
(^\ViH) vollkommen bestimmt ist. Das zwischen diesen beiden 
£beneo enthaltene paraboloidiscbe Segment ist dasjemge, dessen 
Volumen -bestimmt werden soll. ,'\ \ ' . 

"Wird in dem. Abstände k<,h vom Anfangspunkt ein 'drittes 
elliptisches Paraboloid beschrieben^ welches mit den beiden erste- 
ren (1) und (2) seinen Durchmesser auf der positiven Halbaze der 
t und dieselben gleichliegenden Parameter p und q hat, so ist 

P 9 

die Gleichung der Fläche, und eine durch den Punkt (^i'^i'«tO 
desselben gelegte ßerührungsebene 

(10) '=^'.* + ^.»-(V-2A) 

wird mit der Ebene (7) parallel sein» wenn 

iit» so das^ man m diesem Falle statt (10) hat: 
^««v 2a:' 2v' 

■ 

Diese Ebene wird das elliptische Paraboloid (1) in einer Ellipse 
•ehaeiden, welche den Berührnns^sjuinkt (ar/^/zi') zum Mittelpunkt 
und deren Projectlon auf die Ebene der xy die Halbaxen VpF, 
hat. Der Flächenraum der ProjOelions- Ellipse ist Vp^i.^^ 
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und n enn Wvt den Neigungsvriokel der paraileleif E^eM» (7) 

(11) «UT Ebene der xy mit y bezelchifeii» irt cosy ' ^ 

Flächeninhalt der Durchschnitts -Ellipse. 

Fällen ivir vom Anfangspunkte aus auf die Berubrangseben« 
(7) ein Perpendikel und bezeichnen die Lfinge desselben mit p 
und den Winkel mit der positiven Halbaxe der z mit y', ferner 
die' amdogen Stficke für die ßerflbrangsebene (11) mit und 
•o Ist bekanntllcb: 



cosy' ^ * cos/' 

Aus der Gleicbnog (7) iet ereiebtlioh, dttse ditfdureli 

dargestellte Berührungsebene stete die negative Ualbaxe der i 
schneidet, mithin ist /=sl80<* — y. Die Berahrno^sebeoe Ql) 
schneidet die negative oder positive Halbaxe der z, jenacbdon 

— (2' — Ä) ne|;ativ oder positiv ist, d.h. jenachdem 2' > od«r 
«'<Ä-. Im ersteren l alle ist auch /'=:180®— y und die Perpen- 
dikel ^ und v' liegen beide auf derselben Seite des Anliangspunk* 
tes. Im zweiten Falle ist y" und die Perpendikel V» V* l»eg«> 
auf entgegengesetzten Seiten des Aaiangspunktes. bezeichnen 
wir den Abstand der paraiielen Ebenen (7) und (IJ) mit g', •« 
bat man nach dem Obigeu, wenn z'>/; ist: 

cosy * eosy 

mitbin 

p' = ^.|> und ^r' = p--r=^? 
wenn. «'<A ist: 

cosy * cosy ' 

mitbin 

= — .P und g'=:p+p'=z-^. ▼ 

,i i 

ßs ist also in voller ^Igemeinbeit : 

ff» 

(12) *' = 7- 

I 

Hieraiis findet man den Abstand q der parallelen £beii«tt (7) onil 
^i), vM man ibeaift «etat: 
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^ ho • . ' • 

BeCracbtett «rir min k als ^ne Tariable GrOsse» wddie saecessfr« 
alle Wertlie Ton 0 bla h annimmt« ao werden die den stetig auf- 
dbanderrolgendeo Paraboloiden (9) entsprechenden parallelen Be- 
rfibrnngsebenen (11) das zwischen den Ebenen (4) und (7) ent- 
haltene paraboloidische Segment in eine unbesjrenzte Anzahl von 
Schiebten zerlegen von der Dicke dq\ Der Inhalt dV einer 
solchen Schichte ist das Uifferenzial des Inhaltes V des Segmen- 
tes. Es ist soiiach 

coey ' cosy J ^ ' 

DUO folgt aus der Gleichung (12): 

' 2 

und wenn man (Viesen Werth von rf^' substituirt ond der Gleichung 
(13) entsprechend in Bezug auf k zwischen den Grenzen 0 und A 
integriit: 

oder weil - — ssz' iats 
cosy 

woiana eniiehtlicb ist» daaa das YehmieD Fven'den Coordinaten 
Vi» H Bcrührun^spunlitea anabbftngig» mitbin fllr alle 
Panfcte dea Paraboloides (2) eonatant iat. 

« 

Es gilt daher folgender 

% Lebrsats. 

- llab«ii awei glelebllegende elliptiaebe Parabolelde 
dieselben Parameter, ao achneidet jejde an daa Innere, 
Earabeloid gefibrte Berfibrnngsebene von dem äus- 
seren Paraboleid Segmente vop constantem Inhalt ab, 
und der Berührungspunkt liegt stets im Mittelpunkte 
der Durchschnitts- Ellipse. 

• 2):Beaeiebiien X» F» Z die CooDdwalen dciS Sebwetpaak- 
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tes des VolnmMis V und j\' , yj', i^' jene des SoliW6f|NUklit 
des üifferenzials dV, so ist ailgenieiu: 

F.Jr=Al'€fF. F.F=/yi'dF, V.Z=f%i'dVi 

wobei die Integration auf das ganze Volumen V aufizudeboeD ist. 
Weil der Schwerpuokt der Ellipse in ibrem Mittelpunkte fx/y/r,') 
liegt und nach dem Obigen a\' =: x' , yi*^y\ xi' = z' + ä i^t, so 
hat man ffir deo besonderen Fall unseres paraboioidiscben Seg- 
mentes: 

ari'dF= . x'kdk, y^'dV^nW~pq-ft^^» 

z^^dV^nV^^.ifi-äjkdki 

inlthin, wenn man zwischen den Grenzen 0 und k integrirt, die 
Resultate beaiehungsweise gleich V,X, F.Y, F. Z setzt, wö- 
bei F ans der Gieiebang (J) zu nehmen ist» und dann abkfin^ 
was sich abkfirsen l8s«t: 

(14) A=a?'=3«i, F=y=^, Z=*' + |Ä=2i-iÄ; 

woraus ersiehtllch Ist, dass der Schwerpunkt ebenso ieicfat doich 
Construction, wie durch Rechnung gefunden werden kann. 

LSsst man den Punkt ipPiS/ih) naci^ und nach alle Lagen «iiI 
dem P^raholold 

annehmen, so beschreibt der entsprechende Punkt «lA') da« 
elliptische Paraboloid (1); der Schwerpunkt (XYZ), welcher nach 
dem Obigen in der Verbindungslinie dieser beiden Punkte liegt, 
heschreiht eine krumme Fläche, deren Gleichung erhalten wird, 
wenn man aus den Gleichungen (6) und (Ii) .t' , y, z* elimioirt 
Die Ansfllhning dieses Geschäftes gibt die Gleichung: 



(16) ^--p+Y+s*' 

welche ein gleichUegendes elliptisches Paraboloid beaeichnet, mit 
denselben Parametern |> und 9 wie die gegebenen Fliehen (1) 
und (2), dessen Scheitel auf der Axe der z liegt und um U vs» 
Anfangspunkte absteht Diese FlSehe ist sonach der geometri* 
sehe Ort der Schwerpunkte aller Segmente» welche duich be> 
liebige Berührangsebenen des inneren Puraholoides (2) fon de» 
äusseren (1) abgeschnitten werden« 

S) W« wollen schliesslich das Obige noch anwenden, am 
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Voinmen und Schwerpunkt eines Segroeotes zu besttomeiiy wel- 
cbes irgend eine gegebene Ebene 

(16) ttsiAai^^By^C 
iNm dem eUiptisehen Paraboloid 

abschneidet» 

Betraebtet man die gegebene Ebene aü Berilbrungiebeiie 

eines elliptiscben Paraboloides« wie 

ff) ^=^+^+*. 

wobei h eine noch zu bestimmende Grosse ist, und sind Xn^ptg 
die Coordinaten des Berührungspunktes , so das^ auch 

(17) z^=^Ax^^By^^C 

iet> ee miue die Ebene (16) mit jener (4) idenüech eeie» wefian 

folgt: 

oder 

9 

welche Wertbe von Xi, y^, Z| auch der Gleichung (17) genfigen 
müssen. Die Subetitntion gibt aladann mit Leiebtlgkeit den 
Werth von 

(18) h^HÄ^^B^q-^iC), 
mitbin ist nach {d), (14): 

(19) V^^nVyq(A^^B^q^W)\ 

(20) X=^\Ap, Y:=zkBq, ,\{Ä^ ^ B^q)^\C, 

wonlt also der beabsichtigte Zweck vollkommen erreicht ist. 

Znsata. Ist A = 0, d.h. U^-f ^9)* oo wird die 

gegebene Ebene (16) das Paiaboloid (1) beitflnren, nnd man hat 
FsO, JCss«', 7:si^, Zssx'» indem der Punkt («yi') «ein 
^%ener Mwerpnnkl ist. 
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nL Die Ellipse und die Parabel« 

la der Ablumdlnng: «yUeber die Segmente der Ellipse und 
Hyperbel« dea Ellipsoides eod des zfreitheifigen HyperboIoidM** 
(e. Archiv. Tbl. XXVIIL p. 52.) babif ich gezeigt, dasjs die Sag- 
mente der dnreb die Gleicbang 

dargestelltcD Ellipse, welche durch beliebige an die EUipte 

gezogene Tangenten abc:eschnitten werden, einen constanteo FlS- 
cbenraum haben, dessen Grösse F durch folgende Gleichung b«* 
stimmt wird: 

^ (3) F=a6.{ArcCosj-^^^=^|. 

und wobei nur die Bedingung obwaltet, daas h nicht kleiner ab 
die Einheit sei. Verlegt man den Anfangsponkt in denjenigen 
Scheitel der Ellipse (1), dessen Coordinaten und 0 sind, nid 
iSsst die CoordinateaazeD ihre alten Richtungen beibehalten, It 
werden die Ellipsen (I) und (2), auf das neue System besogei» 
durch die Gleichongen 

und 

dargestelU, für welehe hnmerfert die Gleichung (3) ihre Giitigkiit 
bat. Setzt man nup 

wobei alse ki der Abstand der gleicbHegenden Scheitel der B«r«i 
gegebenen Ellipsen, p die dritte stetige Proportionale swisebsi 
« und 6 ist, fiBbrt in den Gleiebnngen (4),' (5) vnd (3) ^ 
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b und h die Constanten p und ein , und toset die beiden entteo 
Gleichungen in Bezug aut y'^ aul, äo ergibt sieb nacb einer leich- 
ten RechnuDg beziehungsweise: 



(9) ^=:^x-pht (2 - |)-^ . 

(,0) f= 2 

Wenn man jetzt bcdLiikt, dass die Gleichuns^en (I), (2) und (3), 
▼on welchen wir ausgegangen sind, für beliebige Wcrtlie von a,h 
ond // ibre Giltigkeit haben, wofern nur h nicbt kleiner als die 
Einbeit ist, so kann man behaupten, dass auch die Gleichungen 
(8), (9) und (10) für beliebige Werthe von r/, p und ä, gelten, 
wenn nurA^, der Gkic liung (6) entsprechend, nicht kleiner als 
Null ist. Lässt man also a und b sich dorn Unendlichen und h 
der Einheit dergestalt nähern, dass hy und p bestimmte constante 
Grossen bleiben, was lant der Beziehungs^le'u hungen (t>) und (7) 
immer mügtich ist, so erhält man als Grenzen etatt der EUlpeen 
(8) and (9) die durch die Gleichungen 

(11) u^^'lpx, 

(12) f:z,^X^f^) 

dargeitellteD Parabeln» und F beaeicbnet den FISebenraum, wel- 

ehen irgend eine Tangente der Parabel (12) von jener (11) ab- 

ichneidet Dieser Ftäehenranm erseheint aber filr a—ao unter 

^ 0 , 

4er nnheetlmmten Form und mass «ein bestimmter Werth eret 

nach den Vorschriften der Diflferenzialrecbnung ermittelt «erden. 
Setzt man ^ur Abkürzung den Zähler von F gleich Z, den Neo- 
Her gleieh ÜT, und as A,* so wird Rlr assqd: 

dZ 

es ist 
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also 



und 



da 

mitbin ffir a= o»: 

« 



da 
oder weil 

iflt, (ur a = OD : 

(13) F = 5V^S;>. 

Ans der Uebereinstimmiing der Gleiehuiigen (11), (12) itiid (13) 
mit jenen (1), (2) und (A) des I. Artikels dieses Anfsatses fn- 
sieht man sdion, dass der obige erste LfObrsats In dem a.a.O. 
Ür die Ellipse gegebenen gewissermassea als besonderer Fall 
enthalten Ist» sobald man die Parabel als Speeles der Eltipsev 
betrachtet. 



IV. Das Elllpsoid nndt das elliptische Paraboloid. 

In der am Eingänge des vorigen Artikels citirten Abhandlung 
warde auch gezeigt, dass die Segmente eines durch die GleichoQg 

(1) ^ + + ? = » 
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unä 449 tUiptiickeH Famboloides, 235 

reprSseritirfen EllipRoides einen constanten Inhalt haben, wenn die 
schoeidende E^bene eine Berührungsebene des Eltipsoides 

und h kMiNSr als die EHibeit ist» und ivrat wird dae VolanieD F 
dareb die Oleiehiing be8tidiiii% 

Wenn man den Aafangspeekl In deiijenigeD Punirt dee BlUpeet* 
des (1) verlegt. In welchem daeeelbe ven der negaflTen Ballmze 

der z geschnitten wird, and die Riehtungen der Coordinatenazen 
unverändert beibehält, so werden die ElÜpsoide (1) und (2) nun- 
mehr durch die Gleichungen 

daigeatellt lal dod hg der Abetand des neuen Anfangapmiktee 
▼en demjenigen Oorehaehniil der poeitiven Halbaie der x iliit dem 
Ellipeeid (2), welcher Ihm am nSdistea Hegt, mit andern Werten, 

der Unteracbied der Halbazeii c nnd 7 der£ilip8oide(l)imd (2); 

lat imer kp ^ dritte ateßge Properüenaie von e und \g jene 
▼en e nnd ae hat nmn effuihar: 



(7) ^ = |P. 

« 

Werden jetzt die Constanten q statt jener n, A in die 

Gleichungen (4), (5) und (3) elogefiihrt, so findet man mit Leich- 
tigkeit beziehungsweise: 

(9> '=p+V+5' 



Digitized by Google 



< 



226 Vnferdinger: Veb.äif^Seffm, der Parab^u. de» eiiipL Paraöoloid, 



(10) 
(11) 



Va vm die Ateicbttogeo (|), (9) und (3) f«r MMIge WerÜM 
▼OD a» 6» e und h gelten, sobal^^ovr k nicht kieMner «In l i(i|, 
so wird sogleicli ersiditlich, daas aueb die ans ibnen abgeleitefen 
Glefcbongen (9), (IQ) und (II) flir Jbellebige Wertbe von p, q, c 
nnd kl Geltang baben» wenn nnr hi gruaaer als Null ist» wie die 
Gleicbung (6) erfordert. Wenn aich daber b, e dem Unead- 
lieben and h dar Einheit dergeatält nahm» daaa hi, p, q wUh 
endfiche Graaeen bleiben» wde nach d^ BeslehungsgleiclionKia 
(0)» (7> und W laneff nliglieh iat, ao erbilt nan aoa (9), (10) 
md (11) fiir die Grenien feigende anaaminengehörige Gleicfanngeae 



(13) 



(13) 



. f = — + ^ , 

f 



Da diese Gleichun<^en mit jenen (1), (*2) und (^) des aiweiteo 
Artikels übereinstiniiuen , so ist einleuchtend, dass der in rfer 
citirten Abband luiig für das EUipsoid aufgeführte Lehrsat;; ot)ig@A 
zweiten Lehrsatz involvirt-, sobald man das eUiptiacbe Paraboloi4 
ala eine Species der Eiiipsoide betrachtet* . 
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Die JLehre vom Wurfe« 
(Ein Kapitel ans der matbematlscIieD Pbysik.) 

Ton 

Herrn Diractor Dr. Rrennecke 

•n der ReaUdiale wa Fosea. 




Es bezeichne A einen Punkt im Horizonte, von welcbem eine 
KiVgei anter dem Winkel o abgeschossen wird, so wirdi wemi 
man von der Anziehungskraft der Erde absieht, die Kugel sich in 
der Richtung der geraden Linie AD mit einer gleichförmigen Ge- 
■chwlndlgkeit hewegen, d.h. io gleieben Zeiten gleiche 'RSnine 
BoHicklegen. Von dem Luftwiderstände wollen wit' In'der Ibigen* 
den Behandlung ganz abseheD. IMe ' mftgetheille eiumallge €e* 
echwindigkett wollen wir dui^h^c besehflinen« d. h. annehmen , daiw 
die geeeheeeene Kugel » wenn keine Einwirkung der Anzlehungi- 
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kraft der Erde erfolgte, in jeder Secunde e Fuss durchflSge. Wir 
küiineii alsdann den in t Secunden durchlaufenen Weg der Kugel 
mit et bezeichnen: 

' 1) AB^e.t 

Während auf der einen Seite durch das BeharruogSTermügeo 
die Kugel die Richtung Aß beibehält, wird ihr durch die Schwere 
in jedem Momente ein senkrechter Impuls mitgetheilt, der sie nach 
dem Mittelpunkte der Erde zieht. Die Kugel wird daher in jedem 
Momente Ihrer ßahu fallen, und ihr Weg wird nicht durch die 
gerade Linie AB, sondeni durch die Curve AE dargestellt wer- 
den. Nach Verlauf von i Secunden wird daher die Kogel einer- 
aelts in £ angekommen sein, anderereeite. ^f* Fuea nach den 
desetzen des freien Falles gefallen sein wo nntor ff der Fallrao« 
in der ersten Secnnde im luftleeren Raame verelnoden wird, eise 
nngeilbr 16t prense. Fnns: 

2) B£ = gi*. 

Es Ist nun mSglicb» naeh <Seeunden die Weite AF und dIeHSlie 
EF der il^sencIlaMeDen Kugel so beetlmmen : 

3) AFsset.eoBa, 

En Int nau leicht» dl« Zeltdaner des gsosen Wurfes su beteeh* 
nen. Man hat dann nur nethig» su uoters^hen, för welchen Werth 
von t die HOhe EF^O wird. ZunScbet gesehlebt dies ftr 1^0» 
und dann fSx c.«locr*-j^=0; man erbftit dadnrcb: 

c sin t(' 

5) Zeitdauer des Wurfes =: • 

Hie Zeitdauer des Wurfes ist daher ein Maximum für a=^t 
d. h. beim senkrechten Wurfe. Setze ich den Werth von ö) io 3) 
.ein, so erhalte ich: 

6) Weite des Wurfes as ^'^^ . 

e» 

J>ie Weite ist daher eiu Maximum für «=45^, und beträgt dann ^* 

Es bleibt noch übrin;, die Höhe des Wurfes zu bestimmen. 
Daför muss man sehen, für weicheo Werth von t der Ausdruck 
llli EF in 4) ein Maximum wird. Wir werden untersuchen > vras 

jdsraus wird far die drei bei^achbarten Werlbe t — t^ifti-t*^^ 

.f sehr klein angenemniieD imden «oll. 
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« 

Uuhe mr Zeit int :tec<.8ina-^t>-«(c.«m«~29l)~^, 

f> M ff < + » ff sssci.sioa— ^<*-J-T(c.8ina— 5^^--^. 

Es €tlieUt, daM d«r mittlere Wertli grSMer »I als der ?er- 
kergehende irad nachfolgende, wenn c.aina — 2(^=0, d. Ii. für 

las ^'l^^ f oder*naeb 5) fit? die halbe Zeitdauer des Warfes. 

Setxen wir dleaen Werth Air I In 4) ein» so erhalten wir: 

^_ c. sin ff c*8in*tt , cHin^ 
OP=c. 810«.-^ 9'—j^ "tler ^ » 



7) GrSsste Hdhe OF=z 



c*.8in'« 



Dieses ist ein Maximum für axs,W^, d. h. beim seokrechten Wurfe« 
wo wir als grOsste H5he erhalten Verglelehen wir diesen 

Werth mit 6), so erhellt, dass man im gfinstigsten Falle nur halb 
so hoch scbiesseo kann als weit. 

Es handelt sich jetst dammj die Biehtnng des Warfes nach 
der Zeit I so bestimmen, welche Riehtmg in der obigen Figur 
durch die Linie £J, Tangente an die Curve In angedeutet 
worden ist. Wir sieben su diesem Zwecke eine Parallele EQ 
mit dem Horlaonte, so Ist der jäLJEG^ den wir dnreh B beseieh- 
nen wollen, der gesochte. Sind nun E und jlf zwei benachbarte 
Punkte der Curve, so wird die Tangente in E mit dem Bogen 
£ilf (einem Elemente der Curve) zusammenfallen. Fällen wir fer* 
ner von M ein Loth auf den Horizont und bezeichnen seinen 
Durcbscbnittspunkt mit £6r, weiches parallel mit dem Horizonte 
sein soll, mit N, so erhalten wir ein rechtwinkliges Dreieck ENM, 
indem wir das £lement EM der Curve als eine gerade Linie, als 

die Hypotenuse dieses Dreiecks, ansehen kSnnen. Es ist ^^=tgd» 

HO EN — h der Zuwachs der Weite de* Wurfes für die Zeit t 
ist und NM^k der Zuwachs der Höbe sein soll« Wir können 

k 

daher auch sagen tgd = ^. Es hsndelt sich jetst darum, Aond k 

als Functionen von t darzustellen. Aus 3) ergiebt sich Asses.eesfif, 
aus 4) ib=üTsina-*^^— 

I 

f A = CT.cosa, 
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DiTidiren wir nun k durch h md aetsoa oactthtt -laffonis tm 

f = 0, so erhalteu wir: 

igöc=%« ^^«^ 

Betraditeii wir den filr ^ lo 0) erhaUenen Werth, so (indeD wir 
XQDSchst dats» ßlr <:sO, tg9 = tf^'ä; dass danieder Z6 abuimmt, 

bis tg«^^^^=0 wird, d, b. för d. h. nach 6) fiir 

die halbe Zeitdauer des Wurfes, oder: VVeiu» die Kui^'el auf ihrer 
büchsten Hi he angekommen ist, fliegt sie einen Augenblick paral- 
lel mit dem Horizont. Nachdem die Kngel ihren Culmiiiatioospuokt 
passirt bat, wird X»6 negativ, d.h. der Winkel Ö wird negativ, 
oder die Richtung wird entgegengesetzt der urs^rünnliclieii AB, 
Nach Verlauf der ganzen Zeitdauer, in dem Augenblicke« wo die 

c • aui 

Kogel den Horizont wieder erreicht» üBlr t-st'^ — oach5),erlii]> 

teo wir tgÖ=— tgo. 

Es kann ferner nach der Geschwindigkeit der Engel nach 
Verlauf irgend welcher Zelt gefragt werden. Oasn mttoacn wir 
Mgende Betrachtung anatellen. Die Ceaehwindigkeit let derj«nij;e 
Quotient, «reichen nan erhalt, wenn man den Weg durch dieZ^t 
divkfirt. Wir erhalten alse die Geediwindigkett der geworftaw 
Kugel In iE?, d. h. nach Verlauf von t Secunden, wenn wir £Jlf dorefc 
T dividiren, we wir die Greaae von x gleich NuU nehmen« 

EM^ V'A« + A^aa».V(C»coe»«+(c.8in«— 2^«-;SrT)»* 
Es erglebt sieb daher: 

10) Geschwind, nach Verlauf von t See. =V c'.cos^-l-Ce.silia— 

Grenze von irs=0. 

Dieser Ausdruck ist ein Maximum für tz=.0 und <=-^ , den 

letzten mSglichen Ausdruck für t, d. h. am Anfange und am Bade 
d'eb Wurfes» wo wir alsdann die Geschwindigkeit e erhaltin. 
Da(M^ AusdruclR ein Minimum filr e.sina — %|ss4 

4. h. filci lac . oder nach 5) in der Mitte des Warfes^ weoa 

die Kugel auf Ihrem höchsten Punkte angekommen Ist» In den 
höchsten Punkte hat jeder geworfene KOrper die Geschwindigkeit 
e.eos«. Bei dem senkrechten Schusse also gieht es einen Au- 
genblick, wo die Geschwindigkeft de« Kugel Noll ist. 
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Der Ausdruck ffir die Geschwindigkeit der Kugel hat noch 

die praktische Bedeutung, dass er uns iu jedoin Augenblicke die 
Kraft des Schusses angiebt, z. B. anzeigt, dass die Kugel beim 
•eDkrechten Schusse auf ihrem büchsteo .Punkte tadt ist. 

Es bleibt nuD. oocb 4br!g» die Frage in beantworten aber die 
Beecbaffenbeit der Gurre, welche die Kugei beecbrelbt Zu die» 
Mm Zweck« deiike M mir' den Aiifangspiiakt d^e genbr^M 
rioordlftateneysteme in den bScbsten Ponfcf O gelegt ubd- nehme 
ab Abecieeenaxe an das anf den Uorisont gefällte Lotb OA Die 
pesitive .Halbaxe ^er Ordinaten denke Ich mir nach der Seite ge- 
richtet, vHk der Anfangspnnbt A des Wurfes liegt. Ist nnn die 
Kugel In E angekommen, so ist EG=y, OG^x. Es handelt 
sich darum, zwischen beiden Grossen y und x eine Gleichung 
aufzustellen. 

Es Ist aber AP nach 6> as ^ 'Ül?^ j dagegen AFazet.M^ wo- 
rdos folgt: 

. cp.sing« ^ - 



Dagegen Ist 

j m^OP^EF^ 

«nv c^.sin*« ^ . . ^ 
12) j:= — -*-ct.sin«4- jjr^. 

*. • 

Man kann nun, aus 11) i berechnen 

C . sl n 2u 2^ C . sin a y 

"~ 4^.cosa c.cosa ~~ 2^ c.cos«' 

n , y. sin et 

^ 4^* c^.cos^ö ^.cos«^' ♦ ^ 

Setzt man diese Werthe für I nrid in 12) ein, so erhXlt man: 



* 



Die CuTve AEO, weiche die geschossene Kugel beschreibt, ist 
dio^ehi#iParabel, deren Parameter, d. h. diir Abstand .ihfesrBrenn« 



plibktc» Toti' der Leitlinie, aaS * . ^**' igt. Die Beschaffepbeit 
dieser Faiabel hängt also ab Ton den drei Wertben St: «» 
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(f ergl. die Entwickehmg vor Nr. 10) oder 



£■ to^dMoadi leicbt* die Lüoge des Weges» vveicben die iCogfll 
iMsdneibtt von J bÜ JE nach Verlauf der Zelt t su berecbnm; 
wir indeD: 

/t=t „ _ 
Ä . Vi!^-4c^sin«.e + 4sp».f». 
fbsO 

Beim gansen Wege ist die obere Grense dee beetimroteD Inte- 

grais * = "~"^^ — • 

Nehmen wir das obige unbestimmte lateral mit Wegtassang ^ 
der Conataate» ao finden wir: *. 

^ cW« ,og|2^-cain« + V <^-4i!äjr8in«.i+ V^l 

• firo Cr = '^i^^ — C sin CK. 

Für den gansen Weg liatm» ab obere Grenae e= ^'^'"' nod 
als untere Grenae < = 0 einzusetzen, und man erhält: 

1«) die ltah«*we + -4^ log 

# 

•Dieaer Amdracfc wbrd iOr den senkrecbten Wurf» d, h. fiir 
gleieb was mit 7) übereinstimmt, d. k gleieh der grSsalMi 
Weite M 45®. 
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Es ist hier immer der natärliebe Logaritbrnas gemeint lur die 
Ba«e «=2.7182818.... 

^ . Der erste Differenzialquotient des Ausdrucks iür die Batm ist 

C^posa _ . 1 + sin a 

— 5 — [2«— ein «.log 1 ; — J. 

Setzt man den in der Klammer befmdlicheo Ausdruck gleich Null, 
80 findet man nahezu « = 56^ 27' 57", während der zweite Dif- 
fereozialquotient denn negativ wird> also die Bahn selbst ein Maxi- 

mam. ' Aledano erbSlt man flSr die LSoge der Hahn ^.1,1996786» 

d. h. dieselbe ist in ihrem Maximum um Ijeiiiahe ein Fünftel län- 
ger cds die grösste VVeito (Itei 45*^). Berechnet man die Länge 
der Bahn für « = 45^, so erliält man einen viel kleinereu Ausdru^rk, 
nämlich das l,U77937fache der grüssten Weite, d. h. die Bahn ist 
dann etwas langer als der siebente Tbeil der Weite des Warfes. 

Den Ausdruck U«gf^r^« 



kann man äneh' ' nmforaiiBn in 



logtgi(90^ + ß), wodurch sich die Rechnungen noch mehr ver- 
einfachen. Die Bahn selbst ist dann 



^ [8lD«+ !0S^.l0gtgl(W-|-«)]. 



Um das Ma:simum von d^ Länge der Bahn zu liuden, hat 
man die Gleichung^ 



1 —sin « \ logtg(4d»^ 4«) 3S 0 



nacb ce änfanlvsen. 



16 



* 
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* Vtbungiaufgaben für ScMUr. 



V. 

Uebungsaufgaben (lir Schüler. 



■ 

Bem Pvans Unferdinger, Iieb«isYer«i«httriing«-CfiteiU&l0r der 
Ib Ic. p. SütnA% AwtciumtriM co Trl^irt^ 

1/ Es sind auB folgenden vier Gleiehnngen die vier Ünbe* 
kannten Xx» a^, jfi» y% tn bestiinnens 



2. Es soll gezeigt werden, dass der folgende Ausdruck A 
eine symmetrische Function von a, 6, e Ist: 

3. Wenn h und F eonstante Grossen bezeichnen, k=$^ 
ist und 1} als Functton von S betrachtet wird, so soll ans folgen- 

^der Gleichang ^ durch Differeoziatioo bestimmt werden: 



Resultat: 
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Bemerkttü^eü zur aftalytittefaen Geometrie. 

■ 

Von dem Herausgeber. 

Beioiidm beqaM för Vide üiftomdraDgeiriBt de^ folgende 

in ein ein "Punkte sclmeiden. 

Die drei geraden Lioien seiea besümmt durch die Punkte: 

«6 eift4ii]n!e GleidiiiimeD: ' 

.. . 



p 

ndH wenTi ntio F die €(»i>rdioaleii ihres gemeinscbaftUchen 

DiurcbscbnittspnnfctB sind, eo hat man die drei folgenden Glel- 

tbnagen: * 



l 

odet, wi« man hieran« leicht findet: 

(JP--a:0F--(F'-.sf')-3r=y(-y'-^)-ir'(Fr-ar'), 

MultipUciren wir diese Gleicbungeo nach der Reibe mit 

(X' - o;') ( F" -/).-. ( F' - y) (JSl" 

uod addtrcm sie dann za.eioander» so erhalte^ wir A^ß gesuchte 
Bedinguugsgleicbuog : 

oder: ,- 4.. * 
(Ma?'-a;'0(F'-y)(F''~y'0(^'^~«'O+(»'-»'0(-X'-*^^ 

+(*"'-^)(F«-jf^)(F'-.y')(A''-a:'0+(3r-H^0(^^^ 
oder auch: ' 

0 = («' F' -^y'X) K'i" - ( y^'^-fj - ( - y") {^''^-a"') \ 
+ (a:* r" JT») J ( F' - yO - ( F«'- y'")iX'^x') ; 

+<a«'F^'-y''A'">ia' -^«'K F"— yo-d^'-yx^f«-«^)!! 

Setzt man z. B. * . > j 1 

A' ::=i(a;"+a;'"), F' =^^"+^'0; 

so zeigeiv sich die obigen Gleicbangen identisch erfüllt, woraus 
der bekannte Satz vom ebenen Dreieck folgt« dass die drei Gera- 
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den, weldbe die SpiUen de» Dreiecto ndt deo AfUtelpuukten der 
Gegenseiten verbinden» sich immer in einem Punkte «schneiden. 

Liegen die drei Punkte 

, ' (A'FO, {X"¥"), (A«'F*) 

'respective aul deo, flen Punkte^ 

. , .w), K/)» wo . . 

gegenflÜerHegeriden Seiten des durch die drei letsteren Pkinlfte 
bestiinmtdn Dreiecks, so ist: 



oder : 



• »*-jr+(/'-»')=|^$l(^«'-:«:"')+(;r"-*:)|; _ . •.. 
>vorau8, wenn auw dar K<Um wegeo 

■rf = (*y-*'*")+(*v~y*")+(«"*'-y«') 

scitat». ^egieicb die df ei . feigende» Glelebnngen ' erhalten iv'^idens 

dle< sieh« dmieh ihie symmetristthe Form gleicbfliills fS^t ittsnche' 
UntersuchoDgen empfehlen. • 



♦ 
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ämmwn JRM B4«i» Am tttifa F.tMfl ll»f Brüser M TtImI 

' ma den HemuAgeber. 

In letzterer Zeit beschäftigte ich mich mit der Uotersucbung 
des sphärischen ilreieckes in Bezug aut die Radien seiner ein- 
geschriebenen und umschriebenen Kreise, und bin dabei zu eioer 
ziemlichen Anzahl interessanter Relationen gelangt, von weteheB 
ich Ihnen einige hier niitzutheiien mir erlaube, in der Absiebt» 
Ihnen später darüber ausführlich zu berichten. — Bezeichnet man 
die Radien der vier Berfihrungs kreise mit q, Qi, Q2f Qs» 
Radius des umschriebenen Kreises mit r und mit ri, r«, r« die 
Radien der den drei Mebeodreiecken uinsf^hriebeoeD Kreise» eo ist 

ffi Hl 

r tt. s. w., 

aSinjq Sin 46 Sin je ,/ I __!_ _1 1 \ 

2Sin4oCos46Cosic ,/ 1 l . 1 1\ 

ST ' + te^ ^ ^- 

Sin He- 



\tg^ tg^a tg^>j tg^i/^ tg? tgCi tg^a tg^»/ Vtge tgei^g^a tg^J 

«gntg»^*Ä»Ti 

iPobei 

«od t der eph&rieebe £xoe«0 dee Dreiecke« iet^ 



, Anet» D». Christiano Fr. Lindmim» 1:j«ei.'Smil)grB. ' 
In evpplementie (U. pag.813.)« qnibiw Gel«« Granert Lad« 
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coD Kliigelianuni auxit et locupietaTit , dno hujus eonsftantis 
(= C) y^alores exsistuot. Mascheroni iovenit 

Qnoniaiii'teimales hovom vaktaiik XX*, XX!«, XXü* intar se 
diserepant, mihi veiiit in mentem qaaerore» quid vetQS valor emt. 
€mi«taD8 Hla nuiltis in«dia eonfNitaU Mt; qood si imiltae dMl> 
males desiilerantur, via« quam seentiis est Eytel wein (Grand- 
MieD.lI,9«g.m,644.). ^eilliiM Tideter. Si igltur in fofMlft* 
Gogolta (G r D n e T 1 9 Snppi. I. p. 699.) : 

_ ■ 

etc. 

pOBinras 9(4?) ss-^^ invenitur 

ubi ect C coDstans» de qua agitor. Posfta «erie 



habebimns 



C= Gl, 



vel, :r = it + l posIta, 



■•I 



NoMt« «sW paatto, kvwii 
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5,18238585088962422864241)499945113008 - 
. — llODas4»605170]8Sg680Ill368035963900988^ 
' jC;=a577215a6490ä5328606065120y00824aM7. 

Vftlom ^ -9 eoiii|Hitavi et e Tatioiie, ^ mw s«m« 

«B=99 1 * 

■wnltar» nt in iS - deelmale» XXXIII verl sint 1160 • tatra- 

Iis Calleti sunipsi. Ne quid incerti bac in re maneret» con» 
atantefu deoiio compDta¥i« posUo n = 19. Ita loyeni 

-=^5477396671436819114837691 

^ 6?^=0>Q2520828131184194^796e9 

3^730479384665238540417360 

/20=2|,99Ö73^273553990993435223& 
C=0.5772156649015328606065124> 

ubl XXUI deeiroales eerto eoot verae. Sequitur« ut valor a Sold* 
ner datna recte.se habeat 



BerlehtIguDgen. 
Theil \XVL 

S. 476. Z. 2. V. u. statt ir=0 setze man xs^n. 
479. „ 6. V, o. 26ar^ „ „ Ux'^y. 

Theil XXVIt 

S. 6. Z. Ü. V. o. statt „major" setze man „minor.« 
-- 996. „ 9. u. *, ^ «et»e man 

«Oft 1 « I g^og(^-y) _ » ^<^S3^ _ ^ 

29Di M 3. ?• u. »» 1— — = U aetze 



I cCoa(^— y) — X ^ aCosy-^M 

*i «a 



„ 297.^,11. v.o. . „ setze man . 
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Literanscher Bericht 

CXIV. 



AriHimetik. 

Theorie uod Anwendung der DeterminanteT). Mit 
Beziehung auf die Originalquellen dargestellt von Doc*. 
tor Richard Baltzer, Oberlehrer ai# städtischen Gym- 
Dftsiain SU DresdeD. Leipxig. (Hirzel.) 1857. hoch 4^« 

Im Literar. Ber. Nr. CVUL S. 4» haben wir die schOae 
Sehrlft Toii Francesoo Brtoschi In der mit einer Torrede den 
Herrn Prof. Sehe Ubach in Berlin Teraehenen deutschen Ueher^ 

Setzung von Herrn Oberlehrer Bertram in Berlin angezeigt. 
Herr Doctor I] al t z er sagt in der Vorrede zu seiner Schrift: „Dass 
er den Muth gehabt habe» seine Schrift neben und nach der 
Schrift von Brioschi herauszugeben, gründe sich hauptsächlich 
auf die Verschiedenheit iu der Anlage und Ausföhrung seiner 
Arbeit, üin den theoretischen Kern des Gegenstandes möglichst 
rein herauszuschälen, habe er die Hauptergenschaften der Deter- 
minanten und die darauf i^^egründeten Algorithmen in synthetisch 
genau articulirtem Vortrage, wie er den Lehrbüchern von Alters 
her eigne, abgehandelt und, wo es nütfaig schien, durch einfache 
Beispiele erläutert. Es könne zur klaren Einsicht in die Lehr- 
aStze eines Systems nur erwünscht «ein, bei jedem Lehrsätze die 
Summe der Prämissen, auf denen er bemht» immer gegen wärti|( 
zu sehen. Dagegen habe er die Anwendungen auf Algebra, Ana- 
lyais und Geometrie in einen besonderen Abschnitt vereinigt, um 
durch gru^;scren Zusammenhang leichtere Auffassung und in den 
•inaelnen Materien eine genrisse VellstSndigkeit erreichen zu kün* 
M*. • Ueberau aber habe er mit nnablSasigem Bemflhen den Lehr- 
aitian and Beweben mOgliehatt Pridsien an verleihen gesucht« , 

ThUXXlX.Hft.2. % 
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wo sie derselben Doch zu entbehren schienen. Bei Annahme tor 
Bezeichnungen und Benennungen in dieeem Gebiete habeerftog^- 
liehe Vorsiebt anwenden sa müssen geglaubt, weil die neuere 
Mathematik ohnedies Ten manchen Ausschweifnngen sdgelloeer 
Terminologie mit Sprachverwirrung bedroht werde*). Besondere 
aber habe er gewOnscht, seiner Arbeit dadurch einigen Werth n 
yerieihen« dass er so viel als roOglich bis zu den OriginalqueUei 
Torzudringeii suchte « um die ersten Erfinder von Methoden mA 
die ersten Entdeeicer von Lehrsltsen eitiren au kunnen. Solebe 
Citate seien nicht nur ein Opfer, welches die epStese Zeit des 
frfiberen Offenbaniitgen des Genius schulde, sie biMeu efai Stld 
Geschichte der Wissenschaft und laden zum Studium der hohen 
Werke efn, aus denen die Wissenschaft aufgebaut bt, und b 
denen noeh immer reiche SchStae ruhen. Freilich kSnne er nicht 
erwarten, dass sein Sueben hierbei allemal aum Finden des Rieh* 
tigen geführt habe; er hoffe aber^dass yerlautete'Irrthllmer n 
gelegentlicher Aussprache des Ricnngen Veranfassung gelien wür- 
den. ** — Wir haben fiber diese so bescheidenen AeusserangeB 
über eine wahrhaft tüchtige, oATenbar mit grosser Liebe zur Sache 
voD ganz selbstständimeni Standpunkte aus unternommene Arbeit 



eine grosse Freude izeiiabt, und stimmen dem Herrn Verfasser 
im Allgemeinen uberall vollständig bei, namentlich aber auch Ja 
rin, dass stino Arbeit neben der allerdings trefflichen Arbeit 
von Brioschi aus den von ihm selbst aufgegebenen Grün- 
den sehr wohl bestehen kann und ihre« eigenthiindicben Werth 
hat. Will uns jedoch der Herr Verfasser erlauben , uns selbst 
noch auszusprechen, worin wir den Hauptunterschied zwischen 
beiden Arljeiten finden, so wollen wir bemerken, d.is:.«? uns der- 
selbe hauptsächlich darin zh liegen scheint, das« der Charakter 
der Darstellungsneise seiner Schrift hauptsächlich und vorherr- 
schend ein combin atorisch er ist und schon darin den deot* 
sehen Mathematiker erkennen iässt, dass dagegen der italie« 
liische, vorzugsweise der französischen Darstellungsweise sich 
»nneigende Mathematiker darin sich kund giebt, dass seine Ent- 
wicicelungeD, ^enti auch allerdings v ielfach combinatorischer Na* 
tnr, doch auf einem weit mehr eigentlich analytischen edtr 
calcalatorisehen Wege an den gesuchten Resultate» getanfMi 



*) Eine sehr richtige nnd sehr an behenigende Benerlniag! 'Um 
denke nur s. B* sn die Ohm*sehen habjrlonicchea Thfirme fn dlsiA 0s* 
slehnng! an denen aber, Gott sei Daab, fteHieb Jlstat nlcbl andbr gs* 
Kant wird» und die llahsr dem Tellslfiadlgen Bbstefis ssbr aabe sini 
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Was wir btemit ganz in der Kürze sagen and andeiiteo woUen» 
wird Jeder H'issen, wer den Enttvickelungsgang der ganaen amn 
)y tischen Wis^etVi^chaft nach den verschiedenen iRichhingen hin 
^ena« kennt und sorgfältig verfolgt bat; grosserer AiMtfBhrlicbkeit 
bedarf es hier nicht. Aber eben dieser verschiedenartige Chang- 
ier beider 8elir2flen ist für ans interessant gewesen, und bestimmt 
uns, fieehmals anszusprechMi^ das» wir yolikommeii dar Metiiuiig 
aiiMit das« b6id» sehr wohl neben einander bestebeq kta^a, ilnd 
dass jede ihrm «igeaihiimlichen- Werth hat, wdiMb; wir wtmh 
«Icht anstehen, die neue Bai tzer sehe Schrift imsem Lesern 
recht sehr zur Beachtung zn empfehlen, ganz eben so, wie wir 
dies frflher mit der Schrift von Brioschi gethen; dee Studium 
derselben wird einem Jeden, .rielfeche Clelefaning gewShren, wobei 
wir ans auf die oben von uns angegebenen, von dem Hem Ver* 
feeser selbst i|«mha|l gemschten Gesichtspoiikte hesiehcn« . 



' Astronomie« 

Annalen der k. !f. Sternwarte in Wien. Nach dem 
Befehle Seiner k. k. apost. Majestät auf öffentliche 
Kosten herausgegeben von Carl von Littron*, Directoi^ 
der Sternwarte. Dritter Folge Sechster Band. Jahr- 
. gang 1856. Wien. 1857, 8. - 

Wir freuen uns sehr» wieder einen neuen Band der Annalen 
der so thStigen k. k. Sternwarte in Wien anzeigen zu künnen, 
durch deren überaus regelmässige Pub Ii cirung ihr so vielfach verdien- 
ter Director, Herr v. Littrorr, sich ein grosses Verdienst um 
die Wissenschaft erwirbt, uud*Wfinschen sehr, dass er in dieser 
so erfolgreichen und wichtigen Thätigkeit nie ermüden m«*»£^e. 
Der Inhalt dieses Bandes ist folgender: Resultate der -Pla- 
neten-Beobachtungen am Meridiankreise in den Jah- 
ren 1844 b i s 1850. — Beobaclitungen der neuen Pianoten 
am Refractor in den Jahren 1853 bis 1850 vonDoctor 
K. Hornstein, Adjuncten der k. k. Sternwarte, wobei wir 
bemerken, dass überhaupt alle Rcfractorbeobachtungen an der 
Wiener Sternwarte von Herrn Doctor Hornstein herrühren und 
von demselben redigirt werden. — Den Schluss« als Fortsetznng 
Ton Annalen Folge 3. Band III., bilden Zusätze und Verb es* 
serungen zu dem, Kataloge der nördlichen Argelander* 
sehen Zonenbeobaehtangen von Herrn Wilhelm Oeltzen» 
Assistenten der Steniwaito. ^ Neben diesen eigantlleheii astve» 
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iiomiscliefi Beobachtungen werden auch meteorologische ßeobacb* 
tangen in den Kreis der ArUeUen der Wiener Sternwarte g^cogeo, 
die sich aaf B&romet^r, Tbermometer, Dupstdmek» Wiod, Wit- 
temiig, Mioimum- und Minimum*. Thermometer und Ombrometer, 
i^^gemeine Bemerkungen beziehen, und täglich dreimal: 6 Uhr Mor- 
gans, 2 Uhr Nachmittage, 10 Uhr Abends angestellt werden; tqd 
diesen meteorologischen Beobachtungen liegeo Oos die von Herrn 
^Adoif Joseph Pick sorgiahig redocirten und THgaamtngffptfiH- 



t • ' * T .... ' 



Vermischte Schrifteii. 



Annali di scienze matematiche e tisiche compiiati 
da Baruaba Tortolini. (Vergl. Lit. Ber. Nr. CXÜ. S. 7.) 

Gennajo 18S7. Svtla partialone dei numerL Nota del SIg. 
Prof. Francofco Brioaelii. p. & Teorema de Sig. SyU 
▼estor. Snlla partfzione dei immeri (Estratto dal 2**. Qoateriy 
jiovrpalL ec. e ^äU*. /illustre autpre comvaieato i4 rodattore aefl* 
epoca 40Um dimora in Napoii.) p. 12. — S^lla partizioj^e dtl 
piimeri, Nota del Sig. Prof. Paolo Volpicelli. p. 22. — Salle 
Tariazioni periodiche del magnetismo teriestre. lilei]^o,ria secooda 
de P. A. Secchi ü. C.D.G. p.27. 



« 



m 
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Matkemtlsche 
iiiid physikalische Bibliographie. 




« 

Reh. Baltser, Theorie uod Anw#ndQiig der Delerminantoii. 
Mit Beziehung auf die Originalquelien dargiMteilt. Leipiig. 4^. 
1 Tblr. JÖ Ngr. 

J. P^tzval, Integration der Hoearoii IHffereazialgleicIuiageB 

Bit coDstauten uud veränderlichen CoefficienteD. 4. Lief. gr. 4^. 
Wien. 4 Thlr. 

F. X. Pol lack, Sammlung arithmetischer und algebraischer 
Aafgabeii« 1. Abtli, 4. AatL gr. 8^ geh. Augsburg. 20 JNgr. 

J. Str«hl, HawttMii* hei» UotenMl In te AiiihnMtfk Ut 
Onter-itealachulen. 3. ThI. gr. Wien. 12 Ngr. 

Sturm, Cours d'analyse de TEcole pol3^chDique. Publik 
d'apres ie vocu de Tauteur» par M* £« Pouch et. Tomel. lo 8b 
Paria. 2 yoL 12 fr. . 

V«ga, Logarttfamic Table« oC NambM» and TkigoiMr 
laetrical FunetioDa. Tranaliled from the Forthletfa» or Dr. Bre> 
mlkair*« tboroaghly retlsed and enlarged Edition, by W. L. Flacher^ . 
M.A. F.R.S. 8^. London, clotb. 7 a. 

Ii 

G. Wirtb» Algebraiache Aufgaben. 8<>. geb. liang«nj|alaa. 
ÖNgr. • 

B. Feaux, Lehrbuch, der abenan Planimetrie« gf. 8^. .gdu 
Paderborn. % Thlr. 
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C. Spitz, Lehrbuch der ebenen Geometrie zum Gebrauche 
a» höheren Lehranstalten und beim 6elbätätudiuni. gr. geb. 
Heidelberg. 24 Ngr. 

Dessen Anhang das». Die Resultate und Andeutungta wn 
Aafltonng dar AnfgabeD. gr. geh« Heidelberg. 8 Ngr. 




DubMel, Lehrbuch der aaaly tischen Mechanik. Ins Deutsche 
übersetzt von O. SchlOmilch. 2. Aufl. 2. n. 3 Lief. gr.8i>. 
geh. Leipaig. k 10 Ngr. 




Atmaleo der k. k. Sternwarte in Wien. Herausgegeben von 
e. Littrow. a. Folge. 4—6. Bd. Jahrgaog 1854— 5«. 9^. 
Wien; Jed«r Band 9 Thlr. 9d Ngr. - 

Atlas des nördlichen gestirnten Hinimeis für den Anfang des 
Jahres 1855 entworfen auf der künigl. Sternwarte zu Bonn. (Voo 

F. Argelander.) 1. Lief. Bonn. Fol. 4 Taf. 3 Tblr. 

*• - . ' 

G. A. ßaurmeister j Die Erde und ihre Bewegungea nadi 

freier. ForaehoDg dargeatellt. 8^. geb. Soeet 6 Ngr. 

• - 

Beobachtungen der kaiserl. UniversitSta - Sternwarte Dorpat, 
herausgegeben von J. H. Mädl^r. 13. 14. Bd. gr. 4^. geb. 
Dorpat. (13. Bd. 2% Thir., 14. Bd. 4 Thir.) 6% Thlr. 

G. y. Boguslawski, Die Kometen und ihre Bedeatiiog als 
Weltkdrfiar. gr. 8<». geb. Stettin. 12 Ngr. 

* 4 p 

P« van Galen« Babnbeatinimung des Kometen III 1846, (ur 
die Wledererecheinnng in den Jabren 1861 nnd 1857, mit ÄAck- 
efebt laitf die StOnmg der Planeten. Rotterdam. 4<>. 16 Ngr. 

P. A. Hansen, Auseinanderpefzung einer zvreckraässigen 
Methode zur Berechnunc^ der absoluten Störungen der kleineo 
Pianeten. 2. Abbdlg. gr. l^z. 8^ geb. Leipzig. 1% Tbfar. 

S. 'F. Jonas» Grundziige der Aalronorale* Koibeteiiiebic^ 
geb. gr. 8^. Amsterdam u. Leipzig, 

S. J. Jonas, Der gefürchtete Komet des gegenwärtigen Jah- 
res, über Kometen überhaupt und über den Einfliiss derselben 
auf Temperatur, Fruchtbarkeit der Erde und auf die Geauudbeit. 
Mit litb<«r. Tafeio. gr. 8» Amsterdam. 1 f. 
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P.* Kf a»«r, Etoütiite 4ir irtatfc»MitiidiH Geographie, gr. 
gek. Augsburg. 10 Ngr« • 

J. H. Kurtz, The Bible antl Astronomy: an expositlon of 
tbe Biblical Oosroology and its Relations to Natural Science. 
Translated, from the tbird and improved (lerman Edition, by S. O. 
Crown. 8. Philadelphia and Leodon. 7 e. 6 d. 

W. {leltien, Resultate ans der Tergleichtrog des Sternkats: 
' legs von Federenko mÜ anderen Qoellen. «Wien« ' 8^. S Ngrl 
Ava de« y^SitiungsberlcbteD IM der k«k. Akademie der WfMeii- , 

Geographischer Zeitmesser der nordlichen Hemisphäre (auf 
Pappe gezogen mit Drehscheibe) ffir Freuode der mathematischen . 
Geographie, mit erklSreadem Texte. Meleeen. 1 Thlr. 10 Mgr. 

Heybroek and Ratzeborg, Nantiseber Handatlas san Ge- 
bcaneb für Seeleute und Alle, welehe sieb fttr das Seevresen in^ 
teiesslren. Qoer»Fol. Breeh. Beilfai. 1 Tblr. 25 Mgr. 

Physllc ^ 

Rh. Bon se i>, Gasonietrische Metboden. Mit 60 eingedrock» 
' ten Helsscbnltten. Braunsebw^. 8^. 2 Tblr. 

M* P. Dessl tts, Levens de physique. In 19 jdsos, figures 
iaterealdee dans le texte. Paris. 6 fir. 

W. Hermann, Physikalischer Atias. 6 Blatt. Hoyal-Folio. 

Berlin. 2 Tblr. Jede einzelne Karte 15 JNgr. 

Pbysikaliscbes Lexiken. % Aufl. Veu O. liarbach. Fert* 
gesetst yojk C. S. Cernelius. 60. tMi. Lief. gr. geb. Leip- 
tig. k 15 Ngr. 

Thdr. du Moncel, Exposä dei» applications de l'etectrlcit^. 
Tome III. Applieatioos mäcaoiques , phy^iques et pbysiologiques. 
^'^edition. Paris IMit4Taf. 2 Tblr. 20 JNgr. Das vollständige Werk 
kostet ö Thlr. 20 ISgr. 

E. Ef Perkius, A. Praüttcal Treatise eu Gas aod Veotibitien, 
wUb spedal rehitlon te Illumiaatiag, Heatlng and Cooking by 
Gas ete. wUb illustrated diagrams. 12. Philadelphia and Len- 
den« eletb. 4 8« 6 d. 

R^somd des obserrations recueilües en 1856 dans le bassjn 
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l.yoD. Lyon. 12 TibL lo 4^ «. 1 ffSuf. 



Berichte über die Verbandlnn^D der künigi. allcbsischefi (»t- 
Seilschaft der Wis«eoftcbaften zu Leipzig. Mathematiscli-physischt 
KUm. 1657, L gr. H\ i^eh. Leipz^.. JO Ngc 

imnui Ür 41» Mine und Mi9»wim4t» IMMMtifc. AU F«l> 
Mtnmg dM Ton A. L« Grelle gegrfiiideteD Joaroals heffMgt? 
gaben ven C. W. Borebardt 54 Bd. 1. Hft gr. 4^. Bailio. 
Ma pro Band 4 Thir. 

■ * 

Sitsungsbtriehte der imiserl. Akademie der Wissensehaften. 
Mathematisch •DaturwissenscbaftKcbe Ciasae. XXUL Bd. 2. Uft 
Lex. b». geb. ^Vieo. 1% Tblr. 



♦ *. 



Oigitized 



by Google 



I 

\ 




Digitizea by LiüOgle 



n 



. » 



Digitized b| Google 




Digitized by Google 



• I 



DigitizeJby Google 



Digitized by Google 




Digitized by Google 



Digitizof by Google 




Digitized by Google 




Digitized by Google 



Digitized by (Roogle 



4 » 



VII. 

» ■ 

TiMorie der wabrMi and tcheinbareii Bewegung eines 

nach den Gesetzen der allgemeinen Schwere die Sonne 
idokieiaendea Weltkdrpen, init beaanderer Rüclcaidit 

auf die Aufgabe Ton der Bestimmung der Bahn aus 
drei ?oUatandigen geocentrischen Beobachtungen. 

■ 

4 Tob 

dem Beranageber. 



£ia.leitoDg. 

Bia grasae PfMm, in welcham alle Unteraacbangea der« 
thaofladien Aatroaomie laletst wie in einem gemelnschafUicbett 
ßrennpunlrte maanmenlanfen, iet die Anfgalie: „die ttalm eben 
nacli den Geaetien der allgemeinen Graritation nm einen Central* 
ItiSrper eich liewegenden WeitkSipeia ana drd TeHatSadigen Beob- 
aclitungen deaaellieii sn beatimmen«'' Dieaea Problem bildet auch 
den Hanptinbalt der «»Tbeoria motna*' von Gausd, und die 
von dieeem groeeen Geeraeter gegebene Aafldsnng ist, wenig- 
stens In Dentachlandy in der Aatrenemle gegenwärtig allgemein im 
Gebraach. Wae die theoretiaehe Daretellung dieser Auflösung 
betrifft, so wird achwerlicb Jemaod in Abrede zu stellen geneigt 
sein, dass es besondere Schwierigkeiten bat, dieselbe in ihrem 
Innersten Wesen TollstKndig zu durchdringen, woTon der Grand 
allerdings wohl hauptsächlich in der von dem berühmten Geometer 
gebrauchten, weit mehr synthetischen als analytischen Uarstel- 
lungsvveise zu suchen Ist; jedoch ist dies nach meiner Meinung 
nicht der alleinif^e Grund, indem es, nie mir scheint, noch iiefer 
liegeade Gründe giebt, die selbst gewisse Zweifel erregen können, 
ob durch die ^e^Gheüe, eine ziemlich grosse Anzahl vorbereiten- 
der Rechnungen in Anspruch nehmende Aullüsung wirklich ganz 
im Allgemeinen eine fortwährende successive Annäherung erreicht 
wirdj oder ob dieselbe vielmehr nur in einem gewissen einge- 
•cbräulitcren, der praktischen Auwendung übrigen« wabrscheiulicli 
TliftUXXIX. IT 
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• keinen wesentlichen Kintrai^ thuenden Sinne erreicht Trird, wobei 
ich. ausd nick lieh lierv erhebe, dass der Umstand, dass alle nume- 
rischcMj Kech[)uni:eri in der Tbat zu einer solchen successiven An- 
näherung geführt haben, durchaus nnch kein Beweis a posteriori 
ist, dass die siicccssive Annäherung nicht vielleicht bloss in einem 
gewissen ein2;cschrankteren Sinne, also in Hezup^ auf das vorlie- 
gende i-*roblera nicht in völlij^eir Allgemeinheit, stattfinde and var 
sich gehe. Es ist aber i^^ar nicht meine Absicht, meine Ansicb» 
teil hierüber an diesem Orte weiter zu entwickeln, was einen viel 
zu grossen Raum in Ansprocb nehmen und eine besondere Al^ * 
handiung erfordero^ irärde. 

Eine andere Aaflusung unsers Problems hat Lagrange in 
der Mecanique analytique. Tome IL Nouvelle Edition. 
Paris 1815. Septi^me section. §. IIL gegeben, ganz in der« 
selben überaus lichtvollen, alle wesentlichen Punkte mit der gröbs- 
ten Deutlichkeif hervorhebenden Weise, welche die sämmtlicben 
Arbeiten dieses grossen Matlieraatikers so sehr auszeichnet. Die 
von Po ntecoulantin seinem bekannten Werke gegebene AaflosnDg« 
ist eigentlich nur als eine weitere Ausführung der Lagrange*- 
schen Auflösung zu betrachten, welche derselben wesentlich Neues 
nicht hinzufügt, übrigens sich ziemlich häufige Vernachlässigxingen 
und Abkürzungen gestattet, die nicht immer vollständig gerecht- 
fertigt und theilweise in der That etwas gewagt erscheinen. Haupt- 
sächlich hat man bei der Lagr a nge' sehen Methode als ein ihrer 
vortheiihaften Anwendung entgegenstehendes Moment geltend ge- 
macht, dass sie eine fortwährende successive Annäherung nicht 
gestatte, was allerdings auch bei der von ihrem berühmten Urhef- 
ber gebrauchten Darsteilungs weise ganz richtig ist. 

In der vorliegenden Abhandlung habe leh eine neue AoflSnag 
de« berühmten ProbiemU gegeben» welche s«var mit der L ngrangeT- 
eehea Avfiltonng im Weaentliehen inf gleiehen Grflnden .bMial; 
aber, wie leh hoffe, hlar neigt» das« diese AnflSenng in vwitodeiiwr 
l>arsteilung «ehr wühl aoeh eine fortwfthrmide enceeMire Am! 
bernnggeetaftet, und «ich fiherhaupt Ale nrid nirgend« «■■ahctnJa \ 
Voraasnetenng^n erlanhty iber d«ren fimflsas auf da« P^miihif 
«ich nidht ebi «iohere« Urtbeil fiUlen li««t^ wobei Ich mir iiotb h#* 
«ondera hervefsaheben erlaube» da«« leh hei diea<e AnflSfliwg äH« 
^ihemng durehau« nur to« den Tiänehledenen Potensen d«B m»- 
genamiten Conatante de« Soiuwnnyatem« ahhiftg^ gaiHaeht hah^ 
wa« wenigaien« mit derselben yoUetaadigen Connequens whi hlar 
vftaher aoeh nieht geoohehea ist» mir a^r in der Thal dar Üitar 
retiaefa allein richtige Weg bei diesen Uafefsdiehitngen «v aüa 
adielat Aach i«t die AafUtoung gaas aligtaaio ftlr Jeda Art 4ai 
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K^geisebnitts an^Adbar, laid führt sicheren Criteriary über dl^ 
Art de& K«g0isAhilitta in jedem bMonderen Fiill^ Oitbei bin ich 
aaglffiohit fW 'teiner ziemlich groMM ..AbuU Miier, nach IBeine^ 
Meioiuig.itini Theit sehr bemerkenswertheiy Analytischer Ausdrück« 
in £ezug auf die allgemoine Theorie der nach dM Gesetzen. 
«Ucemeinen Graifitatiao, vor sich gebendem. B«iiMgft8g'|^füh^ 
den, die ich der Aufmerksamkeit der Leser .zu empfetileo tHT 
erlaube, aber hier natürlich nicht einzeln namhaft machen kann» 
indem ich nur noch im Allf^emeioen hinzufüge, dass diese Aus- 
drücke besonders bei der Berechnung der eigentlichen Elemente 
der Bahn ▼ortreffliche iNefi^tiisUeisten künrt^. Auf die von mir bei 
der nähemngsweisen Auflösung der betreffenden Gleichungen an- 
g0ir«o4tea 't^thodfyi^«. die immer evf • eine zwieede^ beftifi^aAt ayi^ 
gebbaren möglichst engen Gränzen eingeschlossene Grösse zurück* ^ 
gdieii» erhittbe leb mir glelchfalle noch besonders binzuwelseD. 

Ausser der so eben nSher besprochenen Attflusnng der Auf* 
gkbe von ^«^B^stimmui^g der ^t^ahten Faha aM direi VöHiBtKndi- 
gea gfeocent^lschen Beobaebtongfän habe ich nodi eine' swetitf Airf* 
lOenng dieahr Atiljsab^ gegeben , di« sich aiin^telbar an die Be* 
atimmung dl^r sehetnbaren Bahn abaebli^sst und '>iiia dieser 
letzteren äbgeteitet wird, lege abei^ hierauf WMger praktiseben 
als tbeoretiscbeii Werth, In Beaug aof die ttiitr mit grosser 
analytiscber AU^melnhett entiM^ickelted Eigeoscshaften der eebela* 
Baren Bahn, i^eruber schon fHiber Caaehy einige specieltere Un« 
titrsiiebangen angestellt hat,' die leb nnlängetia ifinem, in de» 
Astronjimlscben Naebriebten. BandXLlIL 1856.8.145. 
abgedrudtten- Aa&atze in systematischer Fdige susammei^atelll 
«ad auf ^Igeatbllmliche Art bewiesen habe, da sie sieb somit nnr 
aebr aeratrent In veralebiedeiien JahrgSogen' der Comptes reada» 
finden. Bei den vorllegendcni' Unterstoehnngen habe leb, wie aebe» 
erwShat, alle' mOgllebe Allgemeiabeft au enelcben gesucht, und 
eine siemllefae Ansahl neaer Besiehungen hinzugefügt. Eine 
hierher .geh5rende Untersucbnng bat scboA Lambert im Terl« 
gen Jabrbandert angesfdlt, und ist'insbesondiiire zu einem be^ 
igbmten fiataa , <Mdafcoit«a de Berlin. 177L pag. 352.) 
gelängt mlttelat welebes ntao au» der Gestalt der«sebeinbaven 
Bahn bearÜnUenwkana, ob zur Zelt der Beebaditeag die Entfer* 
auDg des Weltktkpers «xm ^^er Sonne gtSaaer eder^ klnieer iw. 
als die Entfirnung der Ente von der Sonne. Die Untersnehnngen 
von Lambert fiber diesen Gegen tsand halte ich aber iSr sehr 
wenig genügen^i^ und bfp dei^- Meinung« dass der Ton Ihm gege- 
bene Ausdruck seines Salzes nicht der Wahre Ist, derselbe alao 
ancfi ip dieif^^r Ges^t iK[fn)g Werth Jßlr die, Prasle hat. Dmi 
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allein wahren analytischen Ausdruck dieses allerdings »ehr merk«- 
würdigen Satzes, mit allen dabei zur Geltung kommenden analy- 
tischen Bedingungen, wodurch derselbe nach meiner Meinung ftoclr 
erst fruchtbar für die Anwendung wird, glaube ich in dem letzten 
Anhange zu dieser Abhandlung gegeben zu haben, und erlaabe 
mir daher denselben schlieaalich noch hMondern d&t Anfin^rknani* 
k«it d«r Leser tä enipfehien« 



finto« Kapitel* 

Ailgememe Theorie der Bewegnng eiaei Weltkdrpers 

um die Sonne. 

Wir wollen uns zwei Körper denken, welche vermöge der all- 
gemeinen Gravitation, und ^anz nach deren Gesetzen, entweder 
anziehend oder ab^tossend, auf einander wirken. Die Massen 
dieser beiden Körper seien M und m. Indem wir uns nun vor> 
nehmen, die Bahn des Kö[)ers m in Bezug auf den Kurper M, 
oder um denselben, zu bestimmen, legen wir ein festes rechtwink- 
liges roordiiiatensystem im Räume zu Grunde, und bezeichnen 
in Bezug auf dieses Coordinatensystem, immer ein bestimmtes 
Zeitmoment, welchem die von einem bestimmten Anfange an ge* 
rechnete Zeit t entspricht, im Auge habend , in diesem Zettmo* 
mente die (Koordinaten des Ktjrpers 3f durch X, F, Z. Denken 
wir uns dann durch den Körper 3f , in welcher Lage im Räume 
er sich auch beiinden mag, ein dem angenommenen festen pri» 
. raitiven Systeme paralleles Coordinatensystem gelegt, und bezeich« 
nen in diesem Systeme, also in Uezug auf üf als Anfangspunkt» 
die. Coordinaten des Körpers m durch x, y, zx so sind nach der 
Lebte von der Verwandlung der Coordinaten JC-f^» ^"1* jft ^*|-t 
, die primitiven Cooidinateo des Körpers m. 

Bezeichnen wir nun die Entfetming des Körpers fli ven dem 
Urper Jf dineh r, alle Grössen natOrtieh immer auf ia» ZeU i 
fiesegen, so tot die Wirkung des KOipers M «nf den KOrpcr m 
necb dem Geeetw der allgemeinen GravItnUon: 

und diese Wirkung ist von m nach M hin oder von M nach m 
hin gerichtet, jenachdem der Korper M anziehend oder abstossend 
auf den Körper m wirkt Bezeichnen wir also die 180^ nicht flber- 
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«leigeiide& WioM» welche die vou M iiaeh m bin gezogene Linie 
mit den posifiFeii Th^kn der CoordinateDaxeD' eieschlieeet, derch 

9t ^9 %f so eiod die Composanten der Urafl ^ nach den drei 

Coordinatenaxeo» jenaclidem der K&rper M «oxieiieod oder ab-, 
«toeeend aof den Körper m wfrkt: 

^coe(180^ — 9) = — ^cofi9, 
^ eos (1^ — ip) SS ^ cee^ • 



oder : 



also: 



in . M 

^ cos 9 -I- -r^ cos 9, 

picestss:-f ;5«ee^, 
M . ilf 



wenn man die oberen oder unteren Zelehen nimmt, jenachdem 
der Korper M anziehend oder abetossend anf den EOrper m wirkt. 
Nm iet aber offenbart 

coa^ssl» eoe ^ s^, eoe X = 

aleo aind die drei in Rede stehenden Composanten : 

Ufa: _ My _ Mz 

■ 

immer mit derselben Bestimmung wegen der Vorzeichen wie vor- 
her. Betrachten wir aber die Masse M nicht, wie bisher, immer 
al» positiv, sondern als positiv oder als negativ, jenachdem der 
Korper M anziehend od3r abstossend auf den Korper m wirkt, 
so kunoen wir die obigen Composanten allgemein durch 
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ausdriickeii; und faaeb aeo Grundlehren der Mechanik' baban wir 
dbbw die'dfil folgenden tjileichuiigen : 



Die Wirkung des Kürpers m auf den Rfirper jV ist nacb«4fW 
Gesetse der allgemeinen Gravitation: 



und diese Wirkung ist von lU nach m oder von m nach M hin 
gerichtet, jenachdem der Korper m anziehend oder abstos^end 
auf den Körper M wirkt; also sind, wenn ihre aus dem 

Vorhergehenden bekannte Bedeutunp; behalten, die Composanten 
der obigen Wirkung nach den drei Coordinatenaxen, jenachdem 
der Körper m anziehend oder abstosseod auf den Körper M wirkt: 

t 

tn • si 

^cos9=5-|-^cos9, 

m TU * ••<i • t Ii. 

■ 



^cos^= + ^cosi^;, 

m . m 

^cos2=:+.^€e«| 



oder! 



fit 



^ cos(180«--,9)as — jjcos^, 

4 

5 C0S(1W-.^) =s cosil», 



♦•». «r *.» '. u/t » - »». 

M « a . « 



■Isei 



« 
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wenn man die oberen oder die unteren Zeichen nimmt» jenaclldeiil 
die Masse m anziehend oder abstossend auf M wirkt; fotgllcli» 
weil nach dem Vorhergebeiiden bekanntlich 

s y t 

y T T T 

Ut: 

immer mit derselben Bestimmung; \^ (Mxen der Vorzeichen wie ver- 
lier. Betrachten wir aber die Masse m nicht, wie bisher, immer 
als positiv, sondern als positiv oder als nec^ativ, jenachdem die- 
selbe anziehend oder abstossend auf Jl wirkt; so können wir die 
«bigen Composanten allgemein durch 

mx , my , 

aiwdriiclteo, und haben daher nach den Grandiebren der Mechanik 
die folgenden Gleichungen: 

d^X_mx ^^_my 3*Z_m» 

Ziehen wir nnn die Gleichungen 2) von den Gleichungen 1) 
so erhalten wir die Gleichungen: 

g^ = ?r-~"'a/»~" r« 'hi^-"^ r» 

oder, wenn wir der Kürze wegen ill-|-m=f* setaen» di^Glei* 
chungeo i 

durch weiche die Bewegung des K^Örpers m in Bezug auf den 
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Korper M, oder um dmtelbeo , offenbar charakterieirt wird» Um 
aber diese Befvagnng des Korpers m wirklich voHatSodig kenne« 
so lerneo» mfisMn wir die vorstebeoden Gleichungen zu integrireo 
veraaehen, wozu wir jetzt ubergehen wollen, indem wir dabei 
immer feetbalten, dase Im Vorhergehenden die Massen Jlf und m 
nie poeitiv oder als negativ betrachtet worden sind, jenachdem 
sie reepective anf diß Massen m nnd ilf anziehend oder 4dH 
stoeiend wirken. 

s.a. 

Cm jedoch ein vollständiges Verstäodniss des Folgenden zu 
vermittelu, müssen wir, bevor wir zur Integration der drei in Kede 
stehenden Gleichurigeü wirklich über2;eheQ, vorher riocli Nächste- 
hendtiä bemerken. Hätte man eineu testen l^unkt von der Masse 
= der nach dem Gesetze der aligeraeineu Gravitation^ 
und zwar« jenachdem ^ positiv oder negativ ist, anziehend oder 
abstossend auf einen anderen Punkt wirkte, von dessen Wirkung 
auf den ersteren Punkt ganz abgesehen würde; so lege man, um 
die Bewegung des zweiten Punktes kennen zu lernen, durch den 
ersten festen Punkt ron der Masse als Anfang ein rechtwink- 
liges Coordinatensystem, und bezeichne die Coordinaten des zwei- 
ten Punktes in diesem Systeme zur Zeit t durch .f, z. Wird 
dann zu dieser Zeit die Entfernung der beiden Punkte von ein- 
ander durch r bezeichnet, so ist nach dem Gesetze der allge- 
meinen Gravitation die Wirkung des ersten Punktes anf den zweiten: 

Indem man diese Wirkung von dem sweiten Punkte nach dam 
ereten» oder von dem ernten nach dem sw^ten Punkte hm ge- 
richtet annhuni» oder als anaiehend oder abetoeeend betrachtet^ 
jenachdem die GrSaae fr^M-^-m poaitiF oder n^tiv ist Be- 
aelchnen nun ^t%% die nicht fibersteigenden Wlnkei« welche 
die f^n dem ernten Punkte ans nach dem sweiten Punkte bin 
gelegene gerade Linie r mit den positiven Thellen der Coordi« 
natenazen elnechUeaat» ao sind« jenachdem fi poeltiv oder negatlr 
ist» die Gompoaanten der obigen Wirkung nach den drei Ceordl- 
tetenaien : 

^ cos (iÖO<» — 9>) = — ^ cos 9 , 
• ^cos(löOO— ^)s=-^coa^. 
Scoa (IW— 3() « — Scoa % 



« 
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«0* 9 s — ^ cot 9 • 



also allgemein: 



r 

i 

und folglicb, weil 



9 * 

«# CO« ISS' 



C009ss-»C00 v»CO« X 

Mit: 

Daher erbSit man zur Bestimmung der Bahn des zweiteo Punktes 
nach den Lehren der Mechanik die Gleichungen : < 



oder: 

Vergleicht man diese Gleichungen mit den Gleichungen 3) to 
{. 1., ao erheilet auf der Stelle, dasa die Bewefi^ng deo KSrpero 
m in Bezug auf den Korper M, oder die relative Bewegung des 
Körpers m rScksichtlich des Körpers M, ganz ehen so vor sich 
geht, als wenn die Summe ft^üf-f-m der mit ihren gehörigen Tor- 
seichen genommenen Massen M nod m der beiden Kürper in 
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einem gewfauien festen Punkte vereinigt wäre , und dieser PMii 
nach dem Gesetze der allgemeinen Gfavitation auf einen sweiten 
Punkt wirkte» von dmmi, Wirkung jmf den ersten Punkt gans 
abgesehen wdrde. Aus diesem letzteren Gealchtspunkte weiten 
wir nun alles Folgende auflassen, was zur firhObang der Deut* 
llebkeit wesentlich beifragen, wird. 



S. 3. 

Aus den drei Gleichungen 

3(2 + ,.8 



wo r= Va:^ + ;^* + 2* ist, ergebeo sicii sehr leicht die drei fol- 
genden Gleichungen: . , 



* 4 

oder, wie sogleich erhellet: . 



=0, 



atao^ vK^n 4r<)i .vi'illkührüchQ Co|iatanteai l^iejseicllfilia»; 
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' aut drei geocentri$chtn Beoöac/iiunsen, • ^1 

9* ötf ^ 



'I. ' »Ii 



MttltiflleiM wir.'€li«8e drei Glblelittiigett tiMb im iMb» oM 
^»Sfpt* und addiren die dadurcb hferrölrgebeadeirOiiiebinigeiPdlpi 
■n einander, so ergiebt sieb die Gleicbmig 

6) Ci;+€,y+.Cijj=:0, 

ans weleber unmittelbar bervorgebt, dass die Babn des KOrpers 
II» eine Canre Ton einfaeber KrIiniiDUQg ist, welcbe-ganx in einer, 
dandb' dein eis AtoGui^ der ' jys apgeneinneBcn Pnnlit M gehsildw 
'fibene 4iegt 

V/\t vi'ollen uns nun durch M als Anfang ein neues recbt- 
winkliges Coordinatensystem der sfgifiSi gelegt denken. Die Ebene 
der ^1^1 soll mit der Ebene der a:i/, und die Aze der Xi, soll 
mit der Durchscbnittsllnie der Ebene der Bahn des Körpers m 
mit der Ebene der ojf zasammenfallen« Den aaf der positiTeo 
Seite der Axe der dpi Ja dw. Ebefl^ der genommen, liegenden 
Tbeil der Aze der oti wollen n ir als den positiven Tbeil der Aze 
der Xi annebmen« und der positive Tbeil der Axe der soll so 
angenommen werden» dass man sich, um von dem positiven Theile 
der Aze der xi an dnrcb den recbten Winkel (^ijfi) iiiodnrcb zu 
dem positiven Tbelle der Aze der jfi an gelangent nacb derselben 
Ricbtnng bin liewegen muss, oaeb weleber man sieb bewegek 
muss^ um von dem positiven Tbeile der Aze der a an dnreh den 
riecbten Winkel (ay) blndnreb zii dem positiven IMild'^d^r Aze 
der au gelangen. Der positive Tbeil dör Azb'der'<| endüifh 
eoll mit dem positiven Tbeile der Aze der t susammenfallen. 
Den von den positiven Tbeilen der Azea der x und Xi einge- 
seblossenen, niebt fibersteigenden Winkel wollen wfar dnreb 
B beaelebnen, und der ISffi ntchi Übersteigende WinbBl^ 'miler 
welcbem der auf der positiven Seite der Ebene der sjf liegende 
Tbeil der' Ebene der Babn des Körpers m naeb der Seite der 
Axe wi bin » auf weleber der positive Tbeil der Aze der y liegt, 
gegen die Eb^ne der a;^ geneigt ist, soll durch t beseicbnet werden. 

Weil nach 5) die Gleicbuiig der Durchscbnittslinie der Ebene 
der Bahn des Körpern m mit der Ebene der dpy^ d. i. die Glei- 
chung der Aaei<dflr|^,^n dem Sfsteme der ^sjf 
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Q 

C!i;+Ciy=0 oder 3^ = — 
iiil; «o ist nach den Leiir«ii der aoftlytiecbeo Geometrie: 

6) , ... . • tangdss'^« 

Nach der Lehre von der Verwaedlaog der Coordiuaten bat 
nan zmschen den Coordioaten <ler bfiidaa Syateoie 4er x$i und 
4i^SII|ii die foigenden Gleiebaogen: 

x=^Xi cos 6 — ^ sin Ö, 
^ s«t ein 6 -f Ifk 

viid feMa wir oon eiaen beliebigea Pmikt der DniclwcliiiitlaliBio 
der Ebene der Babn dee KOrpers m mit der Ebene der fii%i 
Auge, eo iet fiDr diesen Punkt arisO, aiee naeb den Tomleheiiden 

Gleichungen: 

folglich Däcii 5): 

— Ci^iaintf H- €lyeesa-|- sft. 

woraua 
folgt. 

Wenn nun suerat B ein apitser Wiokei ist» ao i«t offenbar 
in fOUigev Allgemeiobelt: 

also nach den Vorhergehenden: ^ ^ 

Csio0 — CttomB 

V a — • 

Da indieaem Falle aind,coa(^,taDgd sämmtlich positiv aind« seist 

tangÖ ^ 1 , 
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avf drei peo^eniritcAen ßeodaeAfungen, 

aUü nach 6): 

C 



ood folglich, wie leicht erheliet, «renn man die oberen oder 
Zeicbm ninnnl, JenftebdeB Cg fotAAr oder negativ iet: 



folglicli pacb dem Obigen: 

tepglssT ^ * • 

Wenn ferner 9 ein «tumpfer Winkel int» eo iet elenber In 
▼Mger Allgemelnbeit: 



aleo naeh dem Obigen: 



Cain6-C^coad 
tang»»— . 

Da io diesem Felle eltttf^eoe^, tang^ reapective poaitiv, oegativ, 
negativ ist, eo Iet 

taes^ 1 

6in6 = — , cos 6 = — — ~9 

V^Htang0> VTftängiP 



alee'necfc 6): 



C 

einlas — f ■ =,cos(>as— ' / — i-— — 



und folglich , wenn man wieder die oberen oder die onteren 2Sei* 
eben nimmt, jeoachdem Cg poeiti? oder negativ iet: 
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C C 

folglich nach dem Obigen: * ' ' ' ^ 



Also Ut immer, ^ mag eia «pUzer oder eio stumpfer Win- 
kel fieio. 



da« obere oder untere Z^ichee geDomnieo» jenacbdelb Q poeiÜT 
oder negativ ist 

Durch die beiden Foriuelo: 

8) . . . tangöss— ^,taDgi=T ^ i / 

das obere oder untere Zeichen genommen, jenacbdem (\ positif 
oder negativ iat, ist die Lage der Ebene der Bahn des Körpers 
m im Räume vollkommen bestimmt, wenn .die drei Constaifteo C, 
Cif C% bekannt sind. 



Mach 7) ists 
sini>=r 
Selsen wir nun < 

ö) ..... i:= ^^c^Tc^T^» 

wo also K eine positive GrOsse bezeichnetj so ist« well eliil ialiiier 
positiv ist, eosi mit tangt stets einerlei Vorselchen hat, nach 
dem Obigen offenbar: , 

>intss > costÄ^ ^ 

mit derselben Bestimmung wegen der Vorzeichen wie vorher. Ist 
$ ein spitzer Winkel, so ist na^h dem Vorhergehenden:, 
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Ist d ein stumpfer Wiukel, so ist nach dem Vorhergehenden: 



C Cx 



Folglich bt 

10) C=7 jTsindfiin», Q = ^Ä'cosÖ sini, C^=i^Ä'cosi 
•der 

10*) C==i:irsin68ini,Ci==+ÄcosÖsini,Q^i^i:co»i . . 

jenacbdeiB B ein Spitzer oder «in Stampfer Wi4kel Ist, natflrtlch 
immer die oheren oder die unteren Zeichen genommen, Jenaebdem 
Ci eine positive oder eine negative Grosse Ist ' 

Aus der Form der Gleichung 

C2:+Ciy+C,2=:0 

Keht aber auf der Stelle hervor, dass es, olme die Allgemeinheit 
irgend wie zu beeinträchtigen, verstattet ist, Ci immer als positiv 
anzunehmen. Unter dieser Voravsssetsai^^ haima« nach 10) no4 
10*) die tileichnngen! 

11) C=f ITsinOsinj, C^=si:Jreo8asiat,C»a^jrcos<; . 



in denen die o)»ereq oder die unteren Zeichen zu nehmen 
fenacbdem B ein spitzer oder ein stumpfer Winkel ist. 

8.4. 

Wenn wir jetzt die drei Gleichungen 

aar ^y,\!^^a .fu 
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nach der Reibe mit . # . 

«?f Ä 

multlplieliwi mid dann ni einander addire», ao erhalten wir die 
Gtolchnogs 

Non iat aber 

allCä«) +y l==^ä< ä<^ + ara-?+al-S?>.^ 

und« weil r*==«*+y» + i» i«t: 

er aar Jz , 

aiao wird die obige Gleicboog: . 
oder 

Beaeicbnet daher S eine Conatante, so iat: 

Wenn fbmer die ana {. a. bekannten Gleicfanngea 

9 

9 

dy Bx_^ 
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^idllrt und dann sq einander addirt werdeo« ee erhSlt mn mit 
ROekalelit anf die Gleiclmiig fi) die folgende Glelcbnng: 

k 

also,, wenn nan auf der linl^ea Seite die GrSsee 

addirt uod subtrabirt, die Gleichung: 

felgUch nacli dem Obigen: * 

W«l nun aber naeb 1^ 

ist* »o wird dUe Gleiebang 13): 



eder 




oder * . 

(s) =S^fir-.:^-1*' 



worauB sich 

. TImU XXiX. 18 
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dt T ' ' • . 

odet 

ergiebi» wenn man in diesen GleicfauDgeö die •b«reii oder unteren 
Zeichen Dimmt* jenachdein vrena 



oder vremi 



, ( zimiMut ) j xantnat i 



^ ( zonimmt ) ^ . S ahniiomt { 



* 



WM in Jedem Falle beeondei« «iiteeliledeD werdea 



In der Ebene der Bahn des Körpers m wollen wir uns jetzt 

von aus eine beliebige gerade Linie gezogen denken , die wir 
der Kürze wegen die Axe nennen werden, und wollen den Winkel, 
welchen zur Zeit t der Vector r des Körpers m mit dieser Axe 
einschliesst, indem wir diesen Winkel von der Axg an nach eider 
solchen Richtung hin fortwähreod wachsen lassen, dass er mit 
der Zeit t gleichzeitig zanimmt und abnimmt^ durch V, den die«- 
sen W iükel messenden Kreisbogen in einem mit der Einheit als 
Halbmesser beschriebeDen Kreide aber durch v beseichoen. Lassen 
wir dann die Zeit t um /It wachsen, su wächst 9 um , und r 
▼erSndert sich um z/r. Das Quadrat der die Endpunkte der Vec* 
tbreo r und r-f^r mit eioander verhuideiiidea Sehne derBaba tat 

Da« Quadrat dieser Sehne ist aber auch ^e/^^-f-^^^-f^a*.. Da- 
bei iat 



jmd folglidb» w«nB man« indem man aicb M dar NnU nShern IImC 
auf beiden Mten dieaar CMeiebnng an den Gfinaen fibcvgebts: - . 
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(SKS"+(D"--©"-fi)v 
©■-©*KD"-(S)"="(k)' ' 

Verbindet niao diese Gleichnng mit der Gleichang Ul)« so crMI 
man die Gleicbnog 

Horaus sich, weil unter den gemachten Voraussetzungen ^ und 
aneli K stets positiv Ist» die Gleicbnog 

18) . : . . ,«|=jr «te r*|.|=lC 



«rgiebt Also Ut oaeb 16): 



19) 

. Arar 

erbSlt, indem die am Ende d€s vorhergehendeu Paragraphen ge- 
gebenen Bestimmungen wefl:en der Vorzeichen natürlich auch jetzt 
noch ganz ihre Gfilt^eit hehalten. 

Nun ist aber, wie man leicht findeti . , ' «Utf 



/ > 



nnd es muss also, weil wegen der Gleichung 14) jfUff^ffiKil^ 
2|ir— ]{f^— üL^ notbwendig positiv ist» ofienbar ancb 

jj^a — ^ — — 

■ 

^M.po8UiT6 CSitese ssiD» woraus sfei wimittsibar ergiebt, das« 
auch fi*— IIP posUhp ist Sefieii wbr sim 
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so wird 



* . 

al»o nacii 19): 



Vj-iv^e-foi' 



SetiMi wir aber der Kürze wegen 
so ist, wie Mn leicht findet: 

JE* dr 

21) .... . 8»=--™^^.^, 

« 

alee nach dem Vergehenden: 

- 

,2) . ...... = 

Nach den Lehren der Differentialrechnung ist nun bekanntiich 

dio 

ö Are cos «0 = i" 775 



wenn man in dieser Formel das obere oder »das untere Zeichen 
nimmt, jenachdem Are cos to sich im ersten oder zweiten, oder im 
dfitten oder vierten Quadranten endigt. Also kann man offenlmr» 
wenn 10 eine wilikfihrliche Conatante beaeichnet, allgemein 

« v={D -f Arccosto oder e-*a}=Arccost0 

■etaent weraae «Ich 

w — cos(v — Cö), 

felglich naeh 20) 
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mu drei §eocmUrUeken geo^acMmieiL, ^ßi 
also» wie man aogleicb fiaclet: • 

23) .... r=: 



•rglebt Auch ist 
oder, weon wir 



aetaen, wo A gleiebea Voraeichen mit m bat, B aber stets po- 
" ist: 



35) r=s{Ai-Bc<^{v^m)\-K 

Dlfferentitrea wir diesen Ansdmck von r in Besug auf « als 
nnabbiDgige verSoderliebe Grösse, so erbalten wir: 

dr 

-27) . . 

^ =s ^r*cos «) sio (p— c*)^ 

Bezeichnen wir den Werth von r, für welchen r ein Minimum 
wird, durch vq, «o ist wegen der ersten der beiden votstebenden 
Gletebnngeo: 

sin(eo— <»)=0, 

also^ weon n eine positire oder nq^ilve ganse Zahl beseiebnet^ 

VQ-^m^^nn oder t© — »=:(2n+ 1)». 

Ffir ti^«-fliss2ii9r ist der entspreebende Werth des swelten Dlf- 
ferentialqnotienten von r posilnr» dagegen ist ßlr c^— tt=(2»t+])i» 
der entspreebende Werth des- zweiten DIfierentialqaetleaten von 
r negaür; also Ist'fllr das Minimnm 

to~'io=2nn;, fia=zcQ — 2»»; 

* 

felgikb nach 2C9: 

- r=5(il-|-^eo6(e— eo-i*2fiJv)H. 
Weil aber allgemein 
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*. 

lei, 60 ist: 

■ 

28) r=t J-fBcM(»— Co)H* 

Bezeichnen wir den, dem Wertbe ▼on v entsprechendeit 
kleinsten WnMk r dur«Ji ro> «o ist nncli der vorsteliMideB 
Gleiebnng: 

29) ro=(^+i?)-». 

Nimmt man den kleinsten Vector eeilMt als -Aze an« so int 
1^=0, fol8^dl: 

30) r=(^ + i5co8B)-*. 

BeiMinntlicli hat A mit der Manae fi gleichen Voraeichen and 
B ist ntetn poeitiT. 

Wir wollen nun zuerst annehmen, dass die Masse ^ positiv 
sei. ^ Dann sind die Grössen A und B beide positiv. 

Wenn nun K ▼einchwindet, «o ist naeb 26): 

A ^ "^^i A^B» 



Also ist io diesem Falle nach der Theorie der Kegeschnitte*) ^e 
Bahn von m um M eine Parabel, deren Brennpunkt M ist 

Wenn H nicht rerscbwindi«! nnd poaitiv Ist, so ist mieh 20) : 

Also ist in diesem Falle nach der Theorie der Kegelschnitte die 
Bahn toq m um Jlf eine Ellipse, deren einer Brennpunkt M ist. 

Wenn M nicht rench windet und negativ ist» ao ist nach 26): 

Also lat in dieieni Falle nach der Theorie 'der Kegelschnftla 
Bahn von m nm Jf der erste Zweig einer Hyperbel, deren ehier 



^ M« ■• Analjlisoho Goometrio der Ebene und des Raa« 
nies far polare Coordinaten^yiiteme. Greifswald and Leip< 
tlg. 185T. — ArehiT der Malhenatik nnd Phjsik. TheU 
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Brennpunkt itf ist , so dass nämlich die Bahn der Zweig dieser 
Bypefbel int innerhalb veJcliee der Breoopenlit M liegt. 

Ferner wollen annehmen, dass die Masse a negati? sei. 
Dann int von deu Grössen A und ß die erste negativ und die 
zweite positiv. 

Wegen der ans dem Obigen bekannten Gteiehong 

ist in dem vorllegeoden Falle offenbar lt<0. Wlre nntt — J^B, 
also nach 25) 

so wäre 



folglich offenbar 

«Ä»^0, abo 

was gegen das Obige streitet. Daher ist —A-^B, und folglich 
naeb der Theorie der Kegelschnitte in diesem Falle, wenn nkm- 
lieh die Masse fi negativ i^t, die Bahn von m um Jtt immer der 
zweite Zweig einer Hyperbel, deren einer Brennpunkt M ist, so 
dass nSmIich die Bahn der Zweig dieser Hyperbel ist» aesMrhalb 
welches der Brennpunkt M liegt 

{•6. 

Nach 17) ist 

r8r 

I 

■od anseerdem ergiebt sich aus dem Torhergehenden Paragra- 
phen leicht: 

also ist » -■ ■ 
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0« = ± 



Mua ist aber nach 20) und 25): • 

• ■ 

aUo nach 30): ' t 

WS cos«; 
folglieh Osch dem Vorher|seheiidtfn: 

^JSäVI — CO»©«' 

in welcher Fofinel nach dam Obigen oienbar da« obere oder un- 
tere Zeichen genommen werden mnes» Jenachdem 0<v<« öder 
ss<e<2» ist Nnn Ist aber 

eine» dt VI — coee*, 

wenn man das obere oder untere Zeichen nimmt, jenacbdem 
0<o<7c oder s<9<2}s ist Also ist offenbar in völliger AUge- 
melnbeit 

^'-ÄÄTein»; 
Weil aber rn(il-f i7 cos e)-^ ist, ee ist 

ar= £f co8c)-««in ©8», 

folglich: . ' 

31) a<=i. 



JC'U-f JBcoee)«* 
oder nach 25): 

Ten nnn an wollen wir .^e Zdteo immer Ton dem Zeitpnnirte 
n rechnen» wo m «eine hleuete Entfernong von Jlf hat 

j. 7, 

Unter dieser Voraussetzung wollen wir nnn swei beliebige 
Zeiten t und ^, wo 1^ grosser als f sein soll, betnditen» nnd- 



s 
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♦ 

woUaa aonehmen, dass sa diesen 2^ltpo die Lage des Veetors 
des KOrpere m in Bemg aiif deeeen Ueinsten Veetor als Bx» 
darch die wd bekannte Weise genommenen Wlnicel V und Fi, 
welclie doreh die mit der Einfielt als Halbmesser' bescbciebenen 
Krdsbogen « und «| gemessen werden, bestimmt sd. Ferner 
wollen wir auDebmen« dass l# dein Zeltiaterrall ^ — i, welebes 
dnreb x beseicbnet werden mag, der Vector von m den gana be- 
stimmten J8ector «Sr.bescbriebeQ habe. 

Betrachten wir nun zuerst den Fall der Ellipse« so ist in dem- 
selbien offenbar nach 32) in .völliger 



-VI/- 



Nach einer bekannten Formel der analytischen Geometrie tat aber 
gielcyalis in vOUiger Ailgemeinbeit: 



r^9s»- 



also naeb 



(^+Äoose)** 



Folglich ist nach dem Vorhergebenden In diesem Falle in fSIliger 
Ailgemeinbeit: 

Im Falle der Parabel and Hyperbel müssen wir die folgenden 
F&iie unterscheiden. 

Wenn snerst 0 <e < 0 <e < ist, so Ist naeb 3^ offenbar:* 
" — . i/^ ge 

und nach dem sehon vorber angewandten Satae der analytiseben 
Geometrie: 



-./ 



also nach 30): 
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Iflglkli nach dm Votlltrgebtndeii: 

Weno leriier ts < c <2«, » <ü| < 2;t Ist, «o Ist wtth 93) oitabar 



QDd nacli demMlben Satse der analyttecbeii Geomatri« ist in di«- 
•em Falie angenscliehilieli 

0 o 

Setzen wir psz^—th also dts— dtf» coavscoat^ «o ist 

Bu^ 

{A + B cos i}« ~ (J+Ä cos»)*' 

■ 

aad fotglieb, weil flir vssO, =2)b— v respectivs «=2«, as Ist: 
oder 

d » 
vad natfiriich ^na ei»easo : 

(k + Äco8©)« (A^B cos©)«* 

ö •» 

Also ist nach dem Obigeo: 

/m 8o 8o 

Nun ist aber 

(il + ÄcSsS^-^J (^+Bcose)«V (4 + Äcos»)«' 



Digitize 

■ 1, 



a]«o ofltnbar 



'^"V iA-i-Jß COMP)*' 



und folglich nach dem Obigen^ 

Wenn endlich 9K<o<29v* 0<V|<» ist, no ist, wie ieiciht er- 
hellet» nach 32): 



- If f4 J (3+Bceeig« '^'lii^'J {ÄTS^m^' 



t 

▼ f* V 

» o 
Nun ist aber in diesem Falle offealMurs 



o 

also nach dem Vorhergehenden; 



folglich nach dem Obigen offenbar: 

Hieraus sehen wir also, dass in völliger Allgemeinheit ffir alle 
Kegelechnitte anter den. gemachten Veieneeetsengen 

.38) T=2\r^.5r 

iet, oder auch 



34) . .... . t=:2^"i^.^V 



j. a 

Zwischen den Grossen A, B und den Constauten li^K finden 
nach 25) die folgenden Besiehuogen iStatt: 
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Aus diesen beideo GieicbaDgen folgt « da bekanntlich K aine po- 
«itiva GrOasa iat: 

3S) : . A=V^^ 

and 

..... . ,„.e(^>. 

F9r idla Parabel Iat bekanntlich ateo HssO. Bneich- 

nen wir nnn fSr die beiden anderen Kegelachnitte die beldan 
Halbaxen und den Parameter dmeh a,6,p, aoiat nach derTheoii« 
der KegelachDitte fttr die Elllpae bekanntlich s 

alao 1l=^- Fflr die HyperBel iat, wenn man fir den eiateo 

Zwe'ii< die oberen* fCr den zweiten Zweig die unteren Zeichen 
nimmt: 



al«(> Jl = + 
* a 



Nach 12) ist nun 

(l)'-®)V(D'-¥"-. 



also: 



« • ■ (S)^©v(i)--»e*i)-» 



fSr die fillipse und den zweiten Zweig der Hyperbel 
das obere, für den eratea Zweig der Hyperbel das untere Zelch^ 

nimnit, und für die Parabel - als verschwindend oder a als un* 

endlich groas betrachtet. 

Bezciciioen wir die Geschwiudigkeit des KOrpers m in seiner 
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Baho ain F.r)de der Zeit i durch so ist nach deo JLebreo der 
Mechanik bekauotlich 

also Dach 36); w ' 

die Zeichen wie Toriier.geDominen« 

Für die Ellipse» Parabel und den ersten Zweig der Il3rperbel 
ist daher reepeetlve: 

»<^. p=V'f' ^>}f^'- 

Für den zweiten Zweig der Hj^erbel ist bekanntlieb f» nega- 
tiv , weebalb wir in dieeem Falle 

I 

«etsen wollen, woraus skb ergiebt, daes immer 

ist. Auch findet man leicht, dass in diesem Falle, jenacbden 

r<4a> rs4a, r>4a 

ist« respective 

,<^Z|, »^^-^. 9>^^ 



iet. 



}. 9. 

Von Jetzt an wollen wir grösserer Einfachheit und Bestimmt- 
heit wegen anoehmen, dass die Massen M und m, und alsoanch 
die Grossen fi und A positiv seien, weil dieser Fall für die An- 
wendungen, welche wir von diesen allgemeinen Lehren späterhin 
Sil machen beabsichtigen, uns zunächst interessirt* 

Nach.^) ist in villligar AOgemebib«!! V 



« 
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«Im DBtcr d« rotlMr gMuaelitM Voti a wt twi ng'! 

und folglich: 

8« vir=— 



oder, weil nach der Theorie der Kegelschnitte, weoD p den Para- 
meter bezeichnet, für die Parabel, Ellipse und den ersten 2weig 

2 

der Hyperbel allgemein ^= ~ iat: 

2 1/2 

39) ... . VM= r ■■ 



Hieftiie eiebl man» das« für jedes System ven Klrpero, die 
eich sämmtlich um den Centraikörper M bewegen , also z. B. fOr 
das System der um die Somie als ihren CeetralkÜrper eich bewe- 
genden Planeten und Cemelen, die GrSsee 

i9f SS I- >a>r 



t 



eine Cenetaate ie^ welcbe wir durch k bezeichnen» und daher 

setzen wollen, wo sich aacii dem , Vorhergeiiendeo von seUist 
▼ersteht, dass 

41) *«vJr. JP-Ä 

■ 

tot 

Wenn einer der ioi Rede «lehendia KSq^«. desaeD Uasaek m 
aeln mag» um den CentralkCrper Üf eine EUlpee beschreibt j wie 
B. B. die Erde um die Senne, und £ ttnd FÜtoheninheft 



• Digitized by Google 



4 



aus ärei geoceniri$€ken Btß^a^iuugen, « 271 

der ganzen Ellipse und die ganze Umlaufszeit in derselbeo 
xeicbneo« so nacb 40): 



Sind aber a und h die beideo Halbaxeo der Elllptflt m AMk 
der Theorie der Kegekebnltte bekaootUch 

*Jk ~ ^ ' £&s obni 

•luv J5t^4:9e[^.i und folglicli »«eh denn Verbergebenden: 

42) Ä = 



Nimmt man etwa die mittlere Entfernung der Erde ven der 

Sonne, als Längeneinheit an, so iet 

43) i= ' 



Beschreiben zwei Kurper m und r/ij um die beiden Central- 
kSrper M und Ellipsen, deren Malhaxen a, b und a^, 6| sind, 
so ist, wenn die Fläcbeoräume dieser Ellipsen durch E und Eg, 
die Umlaufszeiten in deoselben durch T und STi limichpet 
den, filierdies 



g«Mtst wird, nadt dem OMgea: 
aieo auf Sbollebe Ait wie vorher t 



nnd folglich 
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«n4 folglidt ' 

. , . . üf— 2^ «jsy^^ + iify-^- 
ut iiiin üfissm, li. b* i«t Jf der CöDtralkOrper fttr und «• 
der CentralkOrpev för mj , wie s, B. die Senne« die Erdie «id der 
Mendt M> ist 

woraus sich 

7\* a» fiii 



— 1 

. Kann juao «ber den Brach ^ seiner Kleinlieit w^en oiine 

medHicben Fehler als versehwindend betrachten»' se geht Tonite- 
hende Formel In die folgende fiber: 

46) . . • ... J»==7i^a3 
oder 

47) . . . . • . ai^^ 

mittelst welcher Formeln der Bmcb -j^ aus *| , f > gefim* 

den werden kann; dann kann man aber auch die CoostantC ifc mit- 
telst der Formelo 42) oder 43) fiadeo. * 

FOr das System der Planeten nad Cemelen In Benng anf 4le 
Sonoe als CentrallcOrper bat man anf diese Wdse gefandea: 

i(»0,01720SNKl8»5 



au9 drei geoceniriscAm Beodacktunffm, S{73 

welche Zahl man die Constante des Sonnensystem« 
nennen pflegt, wobei die mittlere Entfernung der £rde ron der 
Sonne als Längeneinheit za Gnmde liegt. 

Bi« auf eilf ond sefan DeeimaJstelleB genan ist: 

k = 0,01720209805 

*•= O,000O5ÜCtO31Ü 
il^ss(VO0OOO0O^ä6 

= 0.00000000161 

= 0,00000000003 

und 

log k = 0,2366»144U-.2 

iog . = 0,47 1 1 628828 — 4 
log . 0,7067440242^6 
log . 0,9423257666—8 
log. ii»=; 04779072070— 9> , 
log. 04134886484- 11. 

Bis auf sieben Decimalfiteilen abgekürat lat aber: * 

log k =0,2365814—2 
log.Ä»=0,47n629-4 
log. ifcScr 0,7067443 -*6 
iog. i6*=r 0,9423258 -8 
. log.A«=0,1779072— 9 
log.i(<^0»4134886-ll. 

S.10. 

Wir wenden uns nun zunäch:?t noch zu einigen aUgemeiDen 
Betrachtungen, welche für alles Folgende von der grdsaten Wich- 
tigkeit sind, und daher hier der aorgtaitigateo Beachtung empfohlen 
werden Qiüaaen. 

Der Kürze wegen wollen wir. im Folgenden aetsep. Weil 
nim nach 30) 

ThtU XXIX. ift 



I 
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Wmw ist nach 18) 

Awi diesen Gleichungen erhält mm durch «occeMive Diflerentia- 
tfon die folgenden Formeln: 

p= - Ä { »in • + 3coB e 5^ • -«o« ^g^j j , 
M. ( , 8» 8»c , , /■8*»Y 

a* e. w. 

ÜMIfeftst ans diesen Formeln, die man leicht weiter fortsetzen 
kül^ MfeleM» dasi flberhanpt die Diff^rentialquotienteti 

5? SfT 

In 16^1% hnt die Orl^tsse JT von der Ordnung X sind, d. h. in allen 
Ibten GliedeiD die Potem enthalten. WeU min nber naeh SB) 
wd dl) 
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üMi drei geocetüriaeken Bea&acMtumfem 37t| 



=5= — 3 — " J ' 



•Im 



48) . • jr= 



I", 



9 »t 



ist, «o sind die DUbrentfalquotleiiton 

offeniHir aaeh itr Bezug auf d^e Grosse A: von der OMnung i» und 
eDtbalteo also in alleu Gliedern die Potenz k^, 

Aua r =: efhä^t man leiciit dujrcb öuccesaive DiffereaUaüont 



dl» 



4 

«• a. w, 

und überaeitgl «ick Idmm» sogfeieli, daae aaulli dae-D^lbreflitial- 
qnotient ^ in Betuff auf die GrOaae A voo der Ordaung l iat. 

Weil eodlleh 

IM 



« 
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tt. «. Wi 

ist, so ist klar, dass auch der Differ0iitfalqiiotient -gp- id Besuf 
«uf dit ChrOtM ^ von der Ordnung X Ut. 

Nach $ ist tiekanntliqh 



ab«, w«il 



ist: 



»'Ist nach einem bekannten Satze der üifferentialrecliiiuDg, 
wenn man die Binomial-CoälBcieDteQ auf gewöiiQljche Weis« be- 
aeicliDet: 

n. s. w. 
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« 



i; aus drei geacmtrUciteH BeobaeAHmgen, . , 



Q. «. W. > * 



. I 

II*, s> w. 

Kmii man aim befreuoii, dais die Dilerentialqaotieslen 

in Besag wf die GrÜMe Ar v*n der ersten Ordnuüg «ind, so 
«cbliegat ineiiy weil tiaeh dem Vorbeigehenden die Di^fferential- 
qaetfenten 

dh 

' t^: di^' - , ' 

in Bezug auf die Grösse k von der aweiten Ordnung sind, hieraus 
und mm dem Obigen leicht, dass fiberhaupt die Differeotial- 
qeotienten 



t I 



ie Beivg auf die Grösse k vpn der Ordnung i sind. 
BekaiiDtllch ist 
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Ferner Ist nach 4): 



ftr ^ 

Bestimmt man mittelst dieser '-GleicliUDgen und der sw«i rorher- 
gebenden Gleichungen die Differentialqaotienteo 

^ Si' 

so erhält mao leicht: 



{8z C^^-^iCi^c . » .1 . . . 

8i = ^^s — +yai- 



I^ach 11) ist aber: 
dtoe n«^ '48): 



m 



■ I 
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4m 4irw$ 9fpepifrUeAit^ ßf0 ß€$fim (ft9 * 9?9 

indem man die oberen oder unteren Zeichen nimmt ^ j^^ch4ei^ 
6 ein spitzer oder ein stumpfer Winkei ist; also sind C, Ci, C% 
in Bezug aaf die Grösse Je von der ersten Ordni^g« aod da^oim 

dr 

micb dem Vorber^ebeodea ^cb in Besog 9,vf diwe GriteM 

von der ersten Ordnung ist» «9 sind nach 49) der Xbat «acb 
di« DiffereotialqootMintftD 

?!' 9t' dt 

io B«iiig auf die Grüaae Jk von der o^f teo QrdoHng, wie ^wiese» 
frerden «sollte. 

Wenn wir die Gleichungen 49) quadrtren und dann zu einan« 
der addiren, so erbaltejß ^'ir nacli einig^9 leichten Reductioneo 
die Gleichung 

also nach 9) und ö>: 

Ferner erb&lt maa aua 4eB GleiehmigeD 4i)i MeMt 

oj; . . \^Bi~^dt'' — ■?"+ r^-ä(\ 

und wenn man qnp die Ql^i^nag^n 40) differeptürt« ftt e^kÜt 
man in Verbindung mit den vorbergehenden Gleiehnngen liMt 
die lblt m ^e n .;A üpd« |ffc f : 
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• ■ * , 

oder nach 48): 

14.- 

Weil um Meh den Obif(«n 

• • • • iä?'**"*^+sV»' 

ist, so erhalt man, wenn man diese Ausdrücke in die vorherge- 
heoden Gleichiuigeii einf&brt, die folgende Formel: 



Hieiaas erhSlt man durch feniere Diffeienftiatloii ^ 

und 

welehe Diffetenlialquotientoa man auch leicht nech weiter ent^ 
wkisefai kSonte* 



Weit nach 30) bekanntlieh 

rs= (il+Äcoir)-» 

iet» 80 iet 
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und folglich^ weil nacb 18) 



Bt ~ 

ist: 
oder 



8«tK man aber Air die Ellipse uud Hyperbel re«pecti?e 

60) Vg»-»« 
und 

M) ..... . e=lZ±I? 



und oimmt in Folgenden für den ersten Zweig der Hyperbel 
imoier die ebereo, far den zweiten Zweig der Hyperbel die aotoren 
Zeiebeo* so tat nacb der Lehre von den Kegelscbnitten ' 

Ä=dbii^ . ... , 

alao nacb dem Vorbergebenden: 

Weil» wie niaii aoglfiicli findet 

ist« ao iat naeb 56): 

^ • • • ^=^*;^co8t(-4+^ceae)« 
oder 
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oder «a€h Dir di« Ellipse aod Hyperbel» immer mit deueeibeo Be- 
etfmniiuig mwgon 4l»t Vcwseiebeiie wie ToAeir: • - 

«6) . . . ^=J:Ä(H^)co.e(il+irceee)«. 

Weoo man die Gleiehaeg fß^ ngfii» der Form 
•• 

g^s=£s^r-«cose 
darstellt, und dann dlffereatlH crWt »ae : 

^ = - Ä«Ä (2r- » cos t> |j + r-* sin • 
also, weou man ^ ' v 

setzt, wie mav nach leichter Rechnung findet: 
06) . . . j3-sin©Cil+3fieose). 



oder 



also fiir die Ellipse und Byperiidi: 



■ 

WUi man B gans elimlDlren, ao iat. Immer mit dereellMD Be- 
atlmmimg wegen der Vorzeichen wid vorher: 

i 

- ■ ' I 

I 171 

^ I^=±A»;I»e(l+2g)co8i)(li«c«i«)« 
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ma drei geocen^schen heoöackiungen, 
FOr ai^ jßinfbel muss min i4s= telxeii^ wmmi |» dtp 



4^Mwaeter iMewcbiMt. Ltai giebt »aob Atm Vorhergehwidco : 

t 



od«r 



• 



< - I 



oder / . .' 

• • • äp= -^(^ + «••i^i 

«ndllcb ist 

74) ... . gjjiss ^«1110(1 -|>3eo«»)» 

■ 

$. 12. 

Dic^^bcrsonders M^cbtigeo Fälle der SUip«« irod Parabel woUmi 
wir Btto oocb der folgenden Betracbtang noAc^erffn., ^ 

Ueber der Hauptaxe der Ellipse, deren Mittelpunkt C sein 
mag*)» ais Üurcbmesaer Senke man «ich einen Kreis beschrieben, 
nnd bezeichne d^o Brennpunkt der Ellipse, in welchem sich der 
Korper SS befindet, durch M. A^ierfoeiden Sobeitei der UufvpUtxe 
der Ellipse seien P and so dass P der dem Brennpunkte M sn- 



relk «Me sM dieeeibe ein Jeder Mlbrt seiclineB 



I 
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Dfichst liegende Scheitel ist. Der Ort des Körpers m zar Zeit t 
iD der Ellipse sei m. Von m denke man sich ein Perpendikel 

auf die Uauptaxe ^ef;ijtt, und verlängere selbiges über m hinaus 
so weit, bis der beschriebene Kreis in m' ij;eschDitten wird. Dann 
ziehe man Cm' und Mm, und bezeichne deu von Cm' mit CP ein- 
geschh^sseueo YViokel, indem man diesen Winkel von CP an nach 
derselben Seite hin vun 0 bi& 360^ zählt» nach welcher bin der 
von Mm mit MP eingeschlossene Winkel v von MP an von 0 
bis 360^ gezählt wird, durch u^)\ so ist nach der Lehre von der 
Verivaodlang der Coordioaten offenbar in völliger AUgeiueinheit: 

oder« wenn wie firfiber 



77) 



. . . . ,.v^=V",_w 



geoetit wird: 

78) • . « . . • acosti = ae -|-rcosv < . 
oder . i 

79) reoees=:a(oMiii— #). 

Mun ist aber nach 30) 

r«(ii+-ßcoa»)-^, - 
also, wenn man dies in die vorhergehende Gleichung eini&hit: 

, ^ fl4(ces«— f> 

woffiiis sich 



folglich nach dem Obigen 



Nun ist aber bekanntlich 



*) Eigentlich sni f mA » die, die ontspieehettdeii Vinkel 
KNlskkgMi in «ia«Bi mkL dOr -Biriieit oti HsItaeMM 
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' ' aus drei yeocentritcAen Beoöachiunfitn. ^^bÖ 

aUo, wie num Mcht findet: ' 

B l+eitB 

fdglicli: 

80) rssa(l— «CO«»). 

Nadi 79) voa dCQ ist: 

wann« «Ich nlttebC Mckter Redmang 

«lio« wen ofeAibAr «Idii und «inü immer gleiche Vorzeichen habeb 
imd 1— ecoa« etete poellk ist, 

fiftx flinu V 1— c* 

1— eeoeti 

eigiebt. 

Aue der delebaiig 81) folgt ferner mUtebttdchter Reebnung: 

, 1— «coeii 

«leo: 

1 — ecostt • * 
1 — e 

cos 40* SS i cos« tt*: 

woraus sich durch Division 



14- e 

tang 40* SS i^^tangltt* 



(l-e)tang|»* = (1 + i;).tangii|S 

eigMt Offenbar bt aber immer aagleiehO<ü<», 0<t<<;t and 
«<«<a«> »<»<9«, aiw» ingleiBh 0<4e<i^», 0<U<U 
•nd |ei<Se<i»» i«<iti<», Wonm aicb ergiebt, dass sin^« 
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t 



oBd iAalu» cof |o o^d cMitt« t9og|« ood tiiig|ii Inawr gldeht 
ToraaidieD baban. Abo Ist oaeb dadi^OUgenr 



» < «4 



COS _ - _ . ^ 



{« = «o.i«V 
and 

84) . . . tangk.V^r^=tang|ii,yT+f. , . / 

Rechnen wir wie gewöhnlich die Zeit t von dem Zeitpimkli 
an, wo der Kurper m aoiae kleinste Entfernang tod Jf balf| so 

i^t oacb 32): , , 

■«»•8»--(I_ee«i.)*"*' 

alM o«eb 82): 



r ■ r 



Ferner ist 
alao 

und folglich« weil u und o aogleich veracbwiDden': 



Also ist nach dem Obigen: 



» ! 



^ a^V(l -e«^^ 

<=: ^-^ — (II — e sio «). 

• • '.1 ' . * ^ • ■ > 
Nun ist aber . , ^ 
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aui drei §€oeaun$cken ßec^acMitm^m. ^/SB 
also Dach dem Vorhergebenden: t < 



*0 t^~{u^€mnn). 



ii«tjf+fl.=ir(H.^) 

«ttd ttüdb 41) Mailoüich k^vM Uii 



> »."1 



87) • . . . fss — p=üä=|ii «Äiou) \ 



*v 1 + 

8Ö) . ... . 4 f sas K — 0 810 tf. 

Die drei im Vorhergeheoden eotwiekeltei» Gleiehimgmis 



• • • 



r=a(l — ecoe»)» 

♦ • ♦ 

tangier .fatgl«; 

, . ■ • .1 . • 

doreb ivelche r, t> sämmtlich durch u ausgedrfickt werden, sind 
fflf die elliptische ße\vep;ung^ der Weltkorpei um die Soooe von 
der grussteo Wichtigkeit. i i. 

Ffir die Parabel mfiesen wir 

P 

Mtien; abo ist in dieaem Falle: 

«u; • . "^—^(14. cosc) — ä^cos 4t?a 4coa i©» ' * ' 

Ferner ist Air 0<v<jf bekaondicb, wenn i die 9M dem 
Zeitj^nkt», wo der Korpqp m «eiM kkiliate Bqtfemuig von Jf 
bitte« ▼erfloasene Zeit heseicbnet: ' 



Digitized by Google 



266 Gruner t: üsäir^.die Be$iimmung der Bahn eine» Welikörpen 

4 



"Slf 



0 



Nach einer bekauoteo Heduc^ionsforinel der Integralrecboung ist 

aber 

ibo, wie man leicht ändet: 

o 

fill|(llch nach dem ObigeD: 

1 

Bezeichnet, wenn n v < 2« ist, < die Zeit, welche bis zu 
dem Zeitpunitte veriliesst, wo der Körper m «^ne kleinste £nt' 
fernung yon M hat, so ist offenbar: 



ti < * i 



d0 



9 

aiso nach dem Obigen: 
NttD i«t aber aUgemeiD ' 



also* 
folglich 
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au» drei geocenirischen Beobachtungen, 



Bezeichnen wir nun aber, jenachdein 0<i? < oder n <i7<2s 
ist, die seit dem Zeitpunkte, wo m seine kleinste Entfernung Ton 
M hat, verflossene, oder die bis zu diesem Zeitpunkte noch ver- 
fliessende Zeit, indem wir zugleich diese Zeit im ersten Falle ^is 
positiv, im zweiten Falle nlg negativ betrachten, durch so ist 
nach dem Vorhergehendeo io völliger Allgenieioheit: 

91) ... . I== — =(tangiv+itangit»») 

oder« weil A ist : 

P 

92) . \ . . < = ^^(taiig4» + it8ngi»»), 
oder : 

93) ... . <=:2^*(tangir + itangit)*). 
Weil 

ist» 80 ist: 

94) ... . f=s' p£L=(toiig4©+itong»«») 



oder 



95) ... . < = y^L=(tanglt + itangir)». 



welche Formeln besonders fär die Theorie der Cometep von sehr 
grosser Wichtigkeit sind. 

Nach dem bertlhmten Lambert 'sehen oder Euler'eehen 
Theorem von der Quadrator parabolischer Sectoren *) ist, wefin 
dem Sector St die Vectoren Vi, t% und die daxwischen liegende 
Seine entspreeheo: 



Archiv. Thl. S. 499. 
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indem man das obere oder untere Zeichen nimmt, jeoachdem der 
von den Vectoreo fi, r^^ nach der Seite der Parabel eiiige- 
schiossene Winkel ein < oncaver «dar «hi coa?«z«r \Viak«i iit 
Weil^Dua nach 34) aUgeni^iD 

Ist» flo ist für die Parabel: 
96) . T= J==Uri+r.+W*=F(ri+r.-W^U 

wenn man das obere oder untere Zeichen nimmt, jenaehdem der 
von den Vectoren , nach der Seite der Parabel hin einge- 
achioaaeoe Wickel ein coocaver oder ein convexer Winkel ist 



A .n h a 8 g. 

Es giebt noch eine Klasse sebr merkKürdiger allgemein gfiU 
Hger Formeln, zu deren Entivickelung sieb im Vorhergehenden 
iiocb keine Gelegeobeit dargeboten bat. Diese nach meiner 
nang aebr bemerkenswertbeD Formeln will icb daber in diflMH 
Aabange neeb eotfrickeln. 

Die 180® nicht übersteigenden Winkel, welche die von der 
Sonne als dem Anfange der Coordinaten nach dem Perihelium ge- 
zogene gerade Linie mit den positiven Theilen der Axen der x, 5f, i 
einscbliesst» tvolien wir respect^ve dureb f», v bezeichnen. 

Dann ist» weil offenbar — > ^> - die Cositma der 180^ niclH 

T T T 

übersteigenden Winliel sind, welche der Vector r mit den positi- 
ven Theilen der Axen der x, z einscbliesst, wie man sogleich 
fibersiebt, in völliger Allgemeiubeit : . 

97) ... . cososs^cosi-f^cosfi-f^cosy, 

T T T 

oder: 

98) . *. . . xno&k ^ yi o^^-{- n:.QBv^rCQSV<, 

MuH Ist aber naeb 30) allgemein: 

e 



Digitized by Googl 



also: 



W &m9ss^-~^, ^ 

and folgliob nach dam VtHtbergi^beBdan-; . 

100). . . «COSA -fifcosfi f zeoflir ssLl^^ 
also» «renn man 



101) . . ^coaA+^eoß^ + j^cosv=-^.g^. 

Au« dan beiden Gleichungen 
l — Ar 

A Br Bx dy 9i 

B Fi = g^c««*+ +5? 

erhftlt man aabr laicht dia drai folgenden Gleicbangen: 
\—Ar Bx Ax Br , Bx Br ^ Bv Bx 

^--^y ^ . % By Bx. , , Bz B« 

~B — Sl '''II*« ==0^» -'S^w^f^-Ulf-ar^pcoai; 

folglich nach i): » 

I"^44r Bx Ax er 
~lß~ Bi^ B Ft^ Cicosv- q^cosf», 

_ . _ ^ 

1021 . j »^.| + ^.g«Cie^_Cfe^, 

1— Bzi Az Bt ^ 
B ' dl + Ä * S Ccosfi— C|CoaA. 

Quadrirt man diese Gleichungen auf beiden Seiten und addirf 
sie ddun zu einander, 6<o erhält man» weil 

> aa82^-|-co«fi*-|>coaf*ssl 
iat» sehr leicht die Mgenda Gleichang: , 
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l — Ar dz Az dry 

B dt^ ß U) 



uud fulgiicb nach 9) : 

( \—Ar dx Ax örV , /l—Jr % . 4y örV 
ir"di^ls dtj ^\~B~'dt'^lB Bt) 

EDtmckelt man nun die Summe der Quacirate auf der linken 
•Seite deis Gleichheitszeicbens, so erhält man für dieselbe» weil 

dx at_ Br 

i«t, mvOrdeist leicht den folgenden Ausdruck: 

Ct)' KS)" 

also nach 50) deo Ausdrack: 

Nun ist aber nach dem Oblg«n: 

i-gj^=co8c, und nach 68): g.|j=iCsinc; 
also ist offenliar: 
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f\—Ar dx Ax dry 
\ B dt^ B dt) 

/l - Ar dl Az Bry 

^ dt^ ß 'dtj 



«e dm man also oaeh dem Obigen die Gleichung 

= - (Ccoa A + Q co«^*+ Qco« v)* 
hat, äna welcher sich die üileiehaiig 

103). . . . CcosA-|- Qco8fA-i-C4cosvr=0 
«rgiebt 

Daher haben wir jetzt die drei folgenden GteichaDgeo: 

2 Ar 

arcosA -i*y »-'öSft + zcosv = — ^ — , 

^ 3;j^eoeA+^coa/i+5jceev=^g.gif. 

CcosA-f* CaCO0|i-|- C^cosv = 0. 

Um atia dieeen Gleichangen cos A au beatimmeD« multipUcire man 
dleaelhen nach der Reihe mit 

imd addire ale dann an einander« ao erhlllt man: 

Fflhrt man in* den Factor von coaA auf der Unken Seite d^ 
Gleichheitaaelchens flir C, ihre Äusdrficfce ana 4) ein, ao 

erhftit man fiir dieaen Factor leicht den folgenden Auadruch: 
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und die obige Gleichttog sur Bestimmung von cos A erhält daber 
die foigeode Form: 



Führt man run auch in die Grösse auf der rechten Seite des 
Gleichheitszeichens für Ci und (\ ihre Ausdrucke aus '4) ein, so 
erbilt man f&r diese GrOsse leicht den fiolgendes Auedrock: 



J — 



ÖJ". ^ 

1 /örV a« «r, 

. - „ 8.2^ . 











1- 

















riun ist aber 

sine« = l-^--jg-^) • 
und lolglich, wie man leicht ündet: 

also obige Grösse: 
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Daher ist nadi d«m Obigen: 

JTcoeiss— • j — r^smr, 

und man hat alao jetzt überhaupt die drei folgenden .Gleifcbungen: 

' , JKr i<-(i<«^J^)r Sir . 
Kco&k=i — . ^ — r^sino, 

106) . < JTeoefis«^ i-jj ^-r^sine. 



Kl A — (A'^ — B^)r dz . 
Äcosv=~ g r^sinv; 



oder: 



08i = - jj ^•'^«•ß''' 

lAR^ J y A— (A^—B^ r T dy , 
m) . <^ eee,i=J ^—g ^-^^smt». 

z .4-(/P-jB«)r r dz . 
coav=-. g igt*""'' 

oder nach 35), wenn wir M-{-m für das dortige fi setzen: 
coeA=-. g r\ jcfi g^wiit». 



107) . coef*=^ 35 rV yj- 



^^=r B 'V üf+rn S*'"''- 



die Maasen positiv, so ist nach 48): 




m 



«ad, wenn man den Brach jjg Ternacbläaa1ff{t$ 
alao onter dienen Voraoaaetsangen nach 106);, 



t 

- Diaii 



■ 

396 €runert: Ife&er die ßeMümmunf ifer JM» Hiui WeUkör^ßen 
c„8A=- L^^ L____.^ri„, 



COSV=- g 1 j-.jjSTO^. 

WO nüch dem Obigeo bekanntlich 
^ J09) inc=±y^l-(l^y 

ist, wmn man das ober« oder untere Zeichen nimmt, jeoachdeu 
9 swiacben 0 und 180^ oder zwischen 180^ und 360<^ liegt 

Im Falle der Ellipae ist bekanntlich: 



und folglicb: 



7 

Folglich iat in dieaem Falle: 



«c<>« 7 • "-7— -JBP • 31 «In e» 

acoa,*=J— jj ar-s**"*^' 



WO bekanntlich 6^aVl-— c' Iat. 
Feniep iat 
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aus drei geacmliischen BeobactUungen. ' ' 2S)7 

» • 

o«— 6«— (fl-r>» 

= S3gi;3 



und fo^lieb: 



wenn man das obere oder uotere Zeichen Diromt» jeneebdoM e 
xwiachen 0 und \W oder swiecbeo ISO«» aod 3Ö0» liegt. Alee ist 
mit derselben Bestimmung wegen des Zeichens: 



X a — r 1 dxAf „ /a — r\* 

1,., |ecos.=^■-^T^|v ^::;7^^ 7,. 



ecosir 



oder: 



ecos 
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O'runert: Vtöer (Ue Besiiuimung dir Bahn eine» Weltkörpers 

s 

Zweites Kapitel. 

Bestimmang der Baho eines Weltkörpen am drei 

geocentrkchen Beobachtongeii desselbeo* 

I» 

FundAmental - Gleichungen. 
§. h 

Die Zeiten der drei Beöbachtuns^en , aufsteigend nach ihrer 
GrOsse geordnet, seien ti, f^, t^ : <li(' ZeitinteTVülle ^3 — t^^ — tf, 
ti — ti, seilen aber respective durch xi, t^, t, bezeichnet werdeo, 
so daaa also 

ist. Die Sonne nebmeo wir als den Anfang eines rechtwinkligen 
OoordinateMyst^s der Mfft an ; die Ebene der £kliptik sei die 
Bbene der ; der positive Theil der Axe der x sei nach dem 
Anfangspaekte der Längen, der positive TImII der Axe der sei 
nach dem oeuBaigeten Grade der Längen , und der positive Theil 
der Axe der z sei nach dem Notdpele der Ekliptik gerichtet. 
Die den Zeiten 

entsprechenden Coordhiateii den WeltktIrperB, dessen Bahn be* 
stinunt werden soll» in diesem Systeme, and seine denselben Zei* 
ten entspiechenden Veetoren seien 

«i> ^1» Hi 3/%» Hi ^t* 9f H 

und 

Die den obigen Zeiten entsprechenden geocentrisehen L|ngen nnd 
Breiten des WelthOrpen seien 

Vit GootWaatM dar Erde Ar AeMlkeai Z«Hwi MiM 

jr,. Fi; Ji. F.; J^. K,; 



■ 
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au$ drei geoctutrUckm Be&öMhiuH^m, t^Sfe) 

.e helioceutrischen Läogeo and ihr« Vei:toreii seien 

jL|, Xfs vaA Ri, M^» Äj. 

Die heliocentriscben Längen der Erde künnen immer leicht aus 
den geocentriscben Längen der Sonne, vrelche bekanntlich die 
Tafeln geben, gefunden werden» weil, wenn IT eine beliebige geo- 
centri9che Länge der Sonne und L die enteprecbende beUocen* 
tiiscbe Länge der Erde ist« offenbar iminer , 

ifliy wenn man in dieser Gleichung das obete oder untere SSelcfaen 
Bininit» jenftcbdem,!: kleiner oder grOeiev ale tat 

Die den ZeitinterTallen 

entupTechenden Sehnen der zu betitiriunenden Bahn unser» Welt- 
kftrpers, und die denselben Zeitinterralien entsprechenden Seh- 
nen der Erdbahn wollen wir reepective durch 

H» H ^» S^» ^ 

beseichneo. 

Bndlieli aollen die den Zeitintervallen 

cntöprechenden Dreieck.^flächen der in bestimmenden ^hfi msers 
WeltkOrpers uud der Erdbahn, welche respective von den Seiten 

«iV«. nVa. fiV» 

und 

^l^^S» ^^'^9 

eingeacblosaen werden» durch 

/i, Ä -nd Fj, F„ t\ 
beneiebnet werden. 

Ntdl «nw «elMr belnuMilen Sate 4m annlyttMfctn Omnelricr 
int Bftlfllwng der oberen und unteren Zei ch en In de« folgen^ 
ta Femeia nnf elnnader: 
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2F.s=J:(^F,«JiF|), 
wfo.maii hiwaos teicbt findet: 



1) . . . 

Die Projectiüiieo von 

auf der Ebene der x^f seien respective 

P P P 

fif /<• 

M tat telt Besiebung der oberen und nntereo Zeicheo*atif efaMUK 
der iMcb demeelbeo Satze wie vorher t 

weraaa «icb gana anf dieaelbe Weiae wie vorher die beiden Ciloi« 



sy ry 

*'»/ 

jBrgelMD. Nach eiaem ailgemein belcaonten geometriacheD Satie 
lat aber 

xy xy xi§ 

As/a;/i=A:Ä5A. 
also nach dem Vorhergehenden auch: 

• 

S(#t mo Btto die ao eben filr dieUene der anfaetattleB^ 
traehtiing gaaa in deraelben Weiae auch für die Ebenen dar 
nnd SiT an » ao erUUt man Qlierhaupt die drei folgenden Gleichnagcn: 
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4 



Legen n1r jetzt zu jeder der drei Zeiten <i, t^, durch die 
Erde als Anfaog ein dem primitiven Systeme paralleles Coordina- 
teneyatem, und bezeichnen in diesen drei Systemen die Coordi* 
naten des Weltkdrpero, dessen Bahn beatimnit werden soll, wa 
den Zeiten tg, t^, reapeetive durch 

^i» yi» H'i y%* H'i yz» 

ao haben wir nach der Lehre von der Verwandlnog der Coerde 
naten hekanntlicb die folgenden «ganz allgemein gültigen Glei- 
ehttogen: 

ara = ^« + a:a', ya^F^ + ya', H^^'* 

ana denen sich, in Verbindung mit 2), die drei folgenden Glel- 
cbnngen ergeben: 

Blnltipliciren wir nun diese Gleichongen nach der Reihe anerat mit 

yÄ-V— S^aV. «aJfa — V<ira% ^aV-^aVa» • 
dann nach der Reilie mit 

•ndlieh nach der Reihe mit 

nnd addtren de in jedem einaelnen Falle an einander, ao erhal- 
ten wir, wenn der Klirse wegen # 

3) Ä«^?(^V-af^V)H''a'Öb'ii'-Ä'H0+ai'<ttV-3(i'^ 

» 

f 
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^ Brunen: iM0r 4t0 Bß§mmim§ ämr Matm-^m» WeStMrpert 

geseist wird, sehr leioht dis^ drei folgi;ii4^a Gleicliiingen: 

4) 

0= AÄ+AUi(^V-ysV)+nW^i'~«s'«i')l 

Auch hat; nw» necb 1) offeobar die drei folgeoden Gleicbungen: 

5) . 

■ 

j. 4. 

Offeobar ist ono: 

/ Xi = i?! C08/v| , Fl = 811) Li^ 

I • . 

f6) . . . I Js=i7aCosX», F,ss Jetsiol«; 
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aus drei geocmMiektn Beodae^ttm^m. 999 

wmI wtnn wir im togenaimteii «urtifteii EntfiBrmngmi 4n«ffii WMi- . 
kSrpafs iwtk der Erde bq den Zeiten f|, <s> ^ dureh ^» ^ 
beieiebnen, se iet ofenlmr: 

Was nun zuerst die Grösse Sl betrifft» so ist nach 3) und 7): ' 

+ roc(A2(8iD tang/^i — sinii^ taugß^ > , 

also offenbar: 

Ä:=Pife^ l8in(A8--A,)tanj$j3i -sin(ij - A, )tangp2f .sia(I^^Ai)tang^, 1^ 
oder, wenn wir der Kürze wegen 

0 = flln(A9 — ili) fang — ein (As ^ Ii) tang ^ ein (h—h) tang/^ 
oder 

»=— («»»(aa— i^taiigft +8iii(A,-i,)twigp»+»in'(i, -iy tang/J,) 
•etien: 

Wenn man ¥on der Sonne oder einem anderen lieliebigen Puniete 
Im Räume aua Lbic*n sielitj welche mit den an den Zeiten ^ , ^ 
von der Erde aus nach dem WeltIcSrper gezogenen Geraden pa* 
fniiel und gleich gerichtet ehid, und auf diesen Linien von dem 
fai Rede stehenden Punl^to ans Stöcke abechneidet, welche den 
, entsprechenden Entfemongen den WeltkOrpere von der Erde gleich 
«indy.80 sind die Endpunkte diesbr aftgescbnittenen Stücke oad 
der Punkt, von welchem aua die drei Linien gezagen worden aindt 
dl» eier Ecken einer dreieeitigen Pyramide» deren aeeheheher k5i^ 
perlicher Inhalt der absolute Werth der GrSsse Sl ist*)« AJsa 
Ist nach 9) die GrSsM 9 dar sedwfrche Inhalt dieser Pyramide, 



*) M. s. den A n.--(lriirk ?) von ß niui numo Hlcmenfp der ana- 
l^ttcchee Geometri«. Thl I. heifzkg, 183». 8. 2&7. 
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toeh dM Prod«ct der drei eurlirteD Entfmiingeii des W«ltklir* 
fers ron der Erde oder durch dae too diesen drei cnrtirten Eot- 
fenrnngen «Is in eii^r Eeke »leamineiieioMeDdes Kanten f^NI- 
detetechtfrinUige Paralielepipedon dividirt» frobei ea »\plk natürlich 
nor am den abeoliiten Wertb der GrGaee c5 handelt« * 

Ferner ist» wenn wir der Kfirze wegen 

Ai = sio (Li — Ab) tang ß^—^iu (Li — A^) tang , 

t 10) . ^ ^,=»in(X^-A,)tangfc— «in(2;»^jytangA, 

J^sssin (La — A3) tang — sin (L^—)^) tang ßx ; 

Bi=:mn(Li -Ai)tangi33— sln(I/,— A3)tangft , 
'11) . i -B,==8in(i^-.Ai)tangÄ-8in(2;w-AJtangÄ, 

= sin (L^ — /Ii) tang — sin (Lg— ig) tang ; 

« 

Ci =!sin(Li — Aa) tang j3,— sin (i^j—A,) tang /Sj, 
12) ♦ i Ci=ein(X*^Äa)tangA^sln(I^— li)tangfc. 

^ C^=8in(Z^ — A^) tang j^i— sin (I^—Ai) tang 

netzen, nach den Gleichungen 4) und 5), wie man leicht findet: 

IWiQi + ^lÄi/i - ^aÄ./i+ JtÄiÄ=0, 

vnd 

0^ Äi Fl ^B^R^F^ -l- i% ^F.sO, 

1 

J. 5. ■ i 

Die Coordinaten der Sonne in Bezog aaf die an den Zeiten 
^* <Sf ^ dureh die Erde als Anfang gelegten Coofdinatensystent 
sind effenbat: 

~ Ri cos Xrj , — Ri sinXi ; 
^ eos L^f -~ IZ^sin Lg; 

-^^eesLs, ^ R^umlt^; I 
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also haben wir nach de» iiebreo der «nljyticcheii d^oipetrie die 
drei folgenden Gieicbonirefi :! 

(aib' + «oe + (^'+ i2, «n 1^)« -f == V ; . 
folglieb naeb 7>: . . 

(^co6 + ^cos L^f + (^a»*n + ßa/siu L^)* + taug = t^, 

woraus man» wenn man difH Quadrate entwicjcfrity mittelst .. einiger 
a||||emein bekannten goniometriecheD Relationen sogleieb erbftlt: 

Femer bat man offenbar .die folgenden Gleicbmigen : 

^« « (V - ar, + (^3' - yi + ( V - 2i 0^ 

^•=(a:i'-ar.O«+(yi'-:y»')H(^' -1.0»; 

also nach 7): • 

«1* — (?4C0«at— eieo»at)»4<M""^-MnWH(^tangfc— ^tangÄ)« 

woraoa man nacb Entfnefcelmig Afx Quadrate erhsltt 

r 

,j«=^a«secj5a* f ^a«sec j53«— 2paßa{eo«(a.-.A,) + tang/Jatang AI, 
j^«=^«eec&Hei*ß««Äa— tQ^q^ lco8(^- ^ + taDgft tang ». 
j^«=pi«gecfc«+^a*8ec/5a«— 2^1^ ico8(Ai — V.+ tangfttang/S,); 

oder, wenn wir det Ufte wegen* , 

Tkeü XXU. 21 



DigitizGd by Google 



906 Grunert: OtUr die B€$iü m mm§ äer IkOm 9iim WtWOrpm 

• j cos ^ =s «in ^ «D -f- co«^€OA/3i cos (i»— A«) • 
16) . \ cos sin sin cos ^3 cos j?| 008(^9— Jli), 
( coi0^=ssiii/i|8iD^-|>cosAcos^cog(üt— üt) 

setzen : 



17) i %»=(toaecA)H(«i«ecA)«-2(p»»ecfc)(«i««cA)cof^. 

V=(^i**«^A)* + (^2sec/3,)a-2(^ßecft)(^aöec/S3,)cofi6,; 

so dass Hian also $i, s^, g&nz wie die dritten Seiten ebener 
Dreiecke berechnen kann, deren zwei andere leiten und dam 
eingeschlossene Winkel 

sind. Alle KunstsrrilFe, deren man sich zur Erleichterung und 
Abkürzung der Auflösung der in Rede stehenden Aufgabe in der 
ebenen Trigonometrie bedient, finden daher auch hier bei der 
Berechnung der Sehnen s^^» Anwendung. Man kann z.B. 
die obigen Ausdrücke der Quadrate der Seboeo auf die folgende 
Form bringen: 

j^«s= (p^sec/3,— ßa»ec/3a)2cosiöi* + (^sec/?2 ^ ^%ecß^'^m\\fix\ 
3s ((g aee ei sec A)Sco8 i V + ««c + ^ aec jB^)*siii Itf , 
(^^secft — ^t«ec/y«co8i^* 4- iOiS^cß^ + e»sec/3^*siD4flb*J 

und berechnet man dann die Hüifswinkel o»|, m^, mittelst der 
Formeln : 

^2^08 /?3 -f ()3 cos /S^. . 

ao laty wenn man die absoluten Wcrthe der Grossen 

sec^f — ^ sec ßi) cos 40ssec 
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durch 

▼al. abs. {Q^seeßfi — ^3 sec ß^) cos sec coi , 
vaL ab«. aet — aec ) coa 16^ aec , 

▼al. abs. (^1 sec/?! — sec jS^) cos sec 0)3 

• * 

beieiehnet» nach dem OLi^en, wia maa aogleieb Qberalabts 

I5iaBval;aiba.(^8ec|32'~|isaeeA)coa|4aeep|, . 
^ SS vai. ajl)a. ((^ sec/?« — ^1 aec coa lO^aec , 
^ SS ?al. abs. (qi sec /?| — ^«ee ßj^ cos 4^3 sec (03. 

Ffir die Quadrate der Sebneo Si, S^tS^ der Erdbahn hat ma« 
nach den Lehren der analytischen Geometrie die folgenden Aus- 
drücke: 

« = (12» cos JL« — JRs cos La)« 4 ( ein L^—R^am I^)« 

£^«r=(i23eoaI«---i2|CoaX|)S-h(i2aaliii:k--J2iaiiiA)% .. 

= (üj cos iLi — Äa coä Xa)2 ^ (/^^^ gi^i^ _ gm i,^)2 . 

* 

aläOy wie man sogleich findet: 

Äa=V ß3«+Ä,2-2/23ÄiCos(l^-I<i), 

welche Formeki man auf ganz ähnliche Weise wie vorher dorch 
EinfBhmog voo Hulfawinkeln zur logarithmiscbeD Rechoang bequem 
einrichten kann, was wir hier, als überdies aus der ebenen Tii- 



goaometrte hinreichend bekannt» nicht weiter erlSutern wollen. 



Zu den tn ilen Toihergehenden Paragraphen entwickelten Glei- 
cfc n ng— iMnmen alt Pnndameninl- Gleichungen ftr «neete ferne* 
lep Untersuchungen jaun Jiaii|>taScbJ9cb noch die folgeeden^ii .a^,< 
deK iip^ yarfiei^gebeiiden Kapitel entwickfiten ^dlgemeinen T^eaidle 
der Bewegung einen WeltkSrpera um die Sonne bekannte»^ Gleil*.! 
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wokbe Air jeile Zmt I und die derselbcD Mtepredbendan €ooidi- 
Dftten sc, y, % und den derselbeo Zeii enUprechendM Vedor r 
miMi« Weltkbrp«» gelteo, Was die la diesen Gleichangen w 
kommende Gitae |i betrifft^ se ist» wenn Jf die SoDDennasfe 
und m die Blasse imsefs am die Sonne sieb iiewegenden Weli> 
hBipers b€seielinet« bekaDptiieb 

also* wenn» wie immer k die Constante des Sonnensystems le- 
aeiebaetr 

2?) ..... . 

und die Gleichunrren 21) werden daher, wena mao io dtefielbeo 
die CoDstante des Sonoensystems eiofflbrtt 



ff« y ■ ^ 



583) ... . l 8^ . ^^lil* 



3% . " _„ 



fit ' 

Wenn man aber den Bruch ^ als..selMr Idein votiaMiWMWlgü 

berechtigt ist, eine Voraussetzung, die wir bei allen nnsereo fol- 
genden Betrachtungen festhalten werden, so wird man^oHheniogi' 
weise setzen können : 



I 
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aus drei geocmtriscken Beoöachiuftg^n. 

\ + 

ata + r»— 
fvie Ton miD an «tott geselieliea wird. 



• 11. 

B«atimmuüg der Bahn aus drei volis tändigeii geoceu- 

triseheo Beobacbtaogeit. - > 

Das Problem, mit dem wir uos jetzt beschäfHgen vrerdeo» 
n&mlich die Bestimmung der Bahn eines um die Sonne sich be- 
wegenden Weltkürpers aus drei vollständigen geocentrischen Be- 
obachtungen desselben, jemals in alier kStrenge und Allgemeinheil 
auflösen zu können , ist bei dem gegenwärtigen Zustande der 
Analysis so gut nie f^ar keine Hoffnung vorhanden, was zunächst 
und hauptsächlich in der transcendenten Natur der hiehei vorzüg- 
lich zur Betrachtung und Geltung kommenden Grössen seinen Grand 
hat; vielmehr wird man hei der Auflösung dieses schweren und 
wichtigen Problems immer mehr oder weniger auf Näherungsme- 
thoden oder auf Metboden, die auf mehr oder weniger nur nähe- 
rangsweise richtigen Voraussetzungen beruhen, sonst übrigens 
eine völlig. Strange Durchführung gestatten, hingewiesen sein. Es 
liegt daher, in der Natur der Sache, dass auch die MsthodAjs 
welche wir im Folgenden entwickeln werden , nur eine Näherungs- 
methode sein kann; wir werden uns aber bemühen, bei Entuicke- 
Inng derselben so viel als möglich alle die Ansichten zur Geltung 
zu bringen» welche die neuere Anafysis nun schon seitüngefer* 
Zeit als notbwendige Grundlage aller ihrer Entwickelungen be- 
seichnet hat, wenn dieselben» — natürlich jede in ihrem beson- 
deren Bereiche and so weit es ihre eigentümliche Natur über- 
haopt gestattet, — auf das Prädicat völliger analytischer Strenge 
sollen Anspruch machen künnen; Wir werden daher Immer den 
Grad der Kleinheit der ganzen vernachlässigten GrSssenj niehi 
bloss einzelner Glieder derselben , angeben , so weit dies überhaupt 
mSglich ist, und die Natur des Gegenstandes es geelellil^ tes- 
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zflglich werden wh bei der Multiplication raehrgliedriger Grusseo 
oder Ausdrücke in einander uns nie, wie die ältere Reiheo-Analysis 
bei dergleichen Untersuchungen immer tbat, die Vernaehlässi^uTig 
irgend welcher Glieder gestatten, und, wie gesagt, überhaupt alleo 
den Erfordernissen, so viel es bei diesem Gegenstände irgend 
möglich ist, zu genügen suche'n, welche die neuere Analysis für 
ihre Untersucbangen in Ansprach nimmt, wenn dieselben so ?iel 
als müglich völliger analytischer Strenge entsprechen sollen. 
Natürlich werden wir auch zeigen, wie mau aut dein Wege suc- 
cessiver Annäherungen die gesuchten Grossen immer genauer 
und genauer bestimmen kann, indem man entweder dieselben in 
immer engere und engere Gränzen einscbliesst, oder bei ihrer 
Berechnung sich nach und nach die Vernachlässigung immer klei- 
xittat und kleinerer Grossen gestattet. Hierbei bemerke ich aber 
ausdrücklich, dass ich bei der folgenden Auilüäuug unserer Auf- 
gabe noch keineswegs das Ideal erreicht zu haben glaube, welches 
Ich mir selbst von einer solchen Auflösung gebildet habe, dass 
dieselbe vielmehr, wovon Niemand vollkommener als ich selbst 
fib^rzeagt sein kann, noch weit hinter diesem Ideal zurückgeblie- 
ben ist; ich bemerke aber auch, dass ich der Meinung bin, dass 
bei dem gegenwärtigen Zustande der Analysis nicht mehr zu lei« 
iteii ist, als ich Im Folgeuden zu leisten eitrigst bemühet j^^ewe- 
sen bin, was mir, wie ich offen gestehe, nur erst nach einer 
mehrjährigen Beschäftigung mit dieser so überaus wichtigen und 
interessanten Aufgabe in der Weifte« wie ich im Folgendtn Mi- 
WQfi», geloogen mL 

Weil die Coordinaten Sf, % utiseres WeltkOi|^r» nalflrihib 
hM Allgemeinen als Functloneti der Zeit i, welcher nie entftpre' 
eheM» Stt betrscbten sind* so werdeo .wir im Aligemeioeii 

zu setzen berechtigt sein« und haben nun« dies vorausgesetit 
uns zunächst mit der weitereD £otwickeluDg der aue % befcaim» 
teo Grüfisen 

e 

M beechiftiiseo. 
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In. den frfllier ehigtfiBhrtm Beiaichnmigen 

iBt, 80 können vdr jr, und ^« 51^ mittoint de« Taylor'schen 
Lehrsatzes respective nach Potenzen von ti entvrickeln. Be- 
adcbnen nSmlich ^' und ^» gewisse positive, die Einheit 
nicht öbersteigeode Grössen, so ist nach dem Taylor' sehen 
Lehrsatze, wie denselben die neuere Analynis darstellt, wenn 
jrlr bei der Entwickelang bis auf Glieder gehen , die in Bezug auf 
1^, fi Ten der (ii + l)sten Ordnung sind, dabei al»er zugleich die' 
Ten der neueren Analynin eingeföhrten Reele der Tayier'eehen 
ReUw bnrfioUchligens ^ 

_ Ts ^ , ^ £3^ 8'3?a , 



«od 



vre dir - KSiie wegen Im AilgemeiDen ' 

nl=sl.2.3.... n 

geaehit worden int. 

Was nun die Reste ... 1 
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** ! ■ • 

•t fc * 

und 

betrifft, so ist die Anatysis, krei dem gegenwftrtigen Grade ihrer 
AwbUdiiDg, bekanntliGh gana aw— Cf Stande, -dtOMlbw. im Alige» 
tteltttn tu bestimmen. Nur in gewissen -Fänen , wo man die-Poni 
der betreffenden Function kennt« lassett sieh GvKnzen ahgebes, 
zwischen denen diese Reste liegen oder welche dieaeUben niclit 
fiberateigen küonen. Im vorliegenden Falle liegt aber auch die« 
ganz auaser den Gränzen der Mögücbkelt,- weil man *die Form 
der hier zur Betrachtung kommenden Fnoctionen gar nicht kennt, 
und wir aiod daher geaötbigt« ana hier mit den folgenden Be- 
merkongan zn begnügen. 

la L {.10. ifit bewiesen wordeo, dass die Differ.eatialquotieDteo 

a*ar ö** , 
w a«»* w 

also, in der oben eiogefübrteo Bezeichnung« die Differentialqao- 
tienten 

*^>«)f f^^Kt)p ■ 

für jede Zeit t \n Bezug auf die Grösse /c vou der Ordnung i 
8ind, d.h. in aliei\ ihren Glicderu die Potenz als Factor ent- 
halten. Daher sind die Reste 



und 



in Bezug auf die Grüsse k von der (7t-f l)sten Ordnung, so dasn 
sie in allen ihren Gliedern die Potenz A"+^ als Factor enthalten, 
wozu ausserdem noch kommt, das«» alle Glieder dieser Reste noch 
durch das Prodnct (n -|- 1)! ^diridirt sind nnd ako «igantüdi aU« 
die Grosse 



(»+!)!"" 1.2.3 ....(si + 1) - • • 
aU Factor euthalteu. Nach i. J. 9. ist nun a.-B.-'ffir ii2=d, 4i 
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I k 



ifc^=r 0,00000000151 



also: 



1 • 



. i •ji^*ro,üoooooooooa 

. ^.=?04)0000000a65 



« ■ 



I ' . , -. i . . t ... 

<r — vjüUÜUÜUUUUUl . 

;(Mt- ., ■ , « " V* «1 . • , ' , i< . • •» _ . ■.•••••l 

. '.♦-•:•«•«» t »: • »,.»;•• >f »> ,* " •» ».< .1, - ,< .'.l 

^ = OsOOOOOOOÜOOUOOi 

«rma« man sieht, wie ungemein klein diea# 6r0MeD sehr bald 
werden. Umfassen daher die Zeitiotervalle und t, zwischwi 
der ersten und «weiten und sweitont pnd dritten Beobachtung nur 
eine geringe Anzahl von Tagen, so wird man im Allgemeinen zu 
dem Schlüsse berechtigt sein, dass die absoluten Wierthe der 
obigen Reste, wenn man etwa n nicht kleiner als 3 annimmt, sehr 
klein sind, und wird dieselben also ohne merklichen Fehler ver^ 
nachlässigen oder als versdiWlsdjBn^ betrachten können. Dass 
hierbei übrigens der v&lllgett mathematischen Shreoge und Evidenz 
nach Manches zu wflnschen übrig bleibt, kann und darf freilich 
nicht geleugnet werden; aber eben weil es sich hier nur um eine 
Niherongsmethode handelt, wird man sich mit den obigen Schlfis* 
•en begnügen d^rfep and auch, mdsnen, indem in der Tbat in 
diesem Falle «tffi gegenwärtige ^Zostand d^r^ Ahalysls noch einen 
Schritt weiter zu pehen nicht gestattet Mit besonderer Deut- 
lichkeit geht« wie es ,mir scheint, ans der obigen Darstellong 
berror, warum es ein der -Methode günstiger Umstand ist, wenn 
die Zeitinfervalle und % nur eine geringe Ansaht ?on Tagen 
om&ssen» wovon ifnch meiner Bleinnng der Grand nicht bei allen 
froheren Entifflf kelivigen '.liieses vHchÜeeil, Gegenstandes mit glei- 
cher Deutlichkeit hervortritt, da diese Entwickelungen der GrOsse- 
kt anf die na«di meiner AiMSicht hier Allee ankommt, nicht gleich 
vom Anlange- an. die gebührende Aufmerlmamkeit schenken. 

Was nun unsere ferneren EDtnickelungen betrifft, so werden 
dieselben sich von den Irüheren Darstellun*;en rlie^es wiclitij^en 
Gegenstandes in mehreren Punkten, namentlich aber auch darin 
wesentlich unterscheiden, dass wir, ausser der vorher namhaft 
gemachten unvermeidlichen Vernachlässigung der Reste der Tay- 
lor'scbeo Heihe,.uns voo nun an irgend welche andere VenMiW 
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■ 

ItalguDgeo, streng gottimwi» gw bMI weiter gestatten, lue* 
besoedere eise bei der MultipUcetiee de? fiir % end ^> jto 
gesetsten mebrglledrigen Aa^rfleke in eioander gar keine Glie- 
der enberficksielitigt lassen neidso, .Vemaeblissigungen maneheiM 
Art, welche bekanntlidi die lltere Reiben- Anaiysls sidi ehne 
Weiteree gestatten sn darfeo glaubte. 

Ea wfirde gar keine Schwierigkeit habeo, die folgenden £nt- 
wiekeluDgen ganz allgemein üBr jedes it durchzufähreo. Cm aber 
unnOtbige Weitläufigkeiten ss Termeiden« wollen wir uns damit 
begnegen, die Eotnlckelung nur liBr iisb:5 vollstiadig durcbza- 
führen, was in der Tbat für den vorliegenden Gegenetaad tYirrfr 
▼ellstiodig genfigt Wir werden eise die Reste 

1.2.3.4.5. Ü * 1.2.a.4.5.6 

als verschwindend betrachten, und daher im Folgenden uäbe- 
rungaweUe 

+ 4! a<i*+ öt a^» 

. Ii? V 
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aui drei geocefUrUchen ßeoOa^Mtttftfm» . • . ^ 3I5 

5. 9; 

WeDn wir der Kflrie W^n im AUgeimriaen 

setxeo, wobei Üte GttaeD and 'selbsl ab iftire (Ken Düi»- 
feotialqaotieiiteii betrachtet werden, so erhalten wir ana dem vor« 
hergehenden Paragraphen nnmtttelbar die beiden folgenden Glel- 
ehnngens 

2Ö) «sart 

nni| 

27) ^i^ft—^ayi 

— ^ JT IT ^ FT ^* 17 J_ '^S* IT 

Ferner int ein allgemelnea Glied von offenbar , 

und da« entapreehende» i^Snilieh gleiebe Petemep von 1^ npd tg 
enthaltende Glied ton ^^jfi lat 

Alao lat von ^i^a — ^a^i ^ «Hgemeinea Glied: 

•der nach 25): . . iw^n 



In dieaem aUgemeioeo Gliede miu» man, um die Griiaae 
so bilden» für Ä(» die folgenden Combinationen aetaeos 
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00 Ol 


03 


03 


04 


06 


10 11 


12 


13 


14 


15 


atf ZI 




AI 


iS4 




30 31 




33 


34 


35 


40 41 


4SI 


& 


44 


45 


60 51 


52 


53 


64. 


56 




= #* 


offeubiir 






- ' . • ! » . 


IIa, 


^^0 




* " ■ r 



ist, 80 braucht man in dem obigen Ausdrucke de« aUgemeincD 
Gliedee flir Af» ow die folgendeo Combinationen sa eelseo: 



Ol 


02 


03 


Ol 


05 


10 


12 


13 


14 


15 


20 


21 


23 


24 


25 


30 


31 


32 


34 


36 


40 


41 


42 


43 


45 


50 


51 


52 


53 


54 

4 



Unter der VorattMetsung aber, ifem'A «nd fi. nDgl«ieb aind, 
nach 25) ofFenbar 

JIa,^+Hu,a«0. 
Wenn man alao Je swel Glieder vmi. der Form 

f 

wo A und fi ungleich sein sollen, in ein Glied zusammenzieht, so 
erbält man für das allgemeine Glied von ai^^ — den Auadruck: 



? - 



in welchem efehbar A kleiner als'fi angenommen werden kann» 
mid daher filr A|ft nur die folgenden Combinafione». giMM tv 
werden brauchen: p 

Ol 02 «3 04 06 

12 13 14 15 , 

23 24 26 

31 35 ^ 
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aus drei geocetUrUehen BioPackiunffm^ - ' ' W^- 



OIcssl Bo setzeir-lMi«.' ' » - u ^r>* * 

Auf diese Weise erhSli aMn fiir. «tfs ^i^i foigetf^n 
Attfldraek t 

28) «lÄ— afiSfi 

— li+IiiT -n^-^a'r, .s!±^i7 x,bLrJsliL. Jt!±!i?fii 

na IUI 



mr 

» 

+ — sa— — ^ — ^ 

S4I SS! 

+ 415! 

Wegen 26) und 27) kann man diesen Ausdruck auch auf die fol- 
gende Form bringen : 

' * \ 

29) ^13^3—^8^1 

mnr:"^, 

, fi^3^(ti+^) „ .ii!!8!(:!i!za5i7 .^!^!<itiiV)rr 

2131 " 2!4r •'''«♦4+ 2löi ^* 

. . . » j 

... ■ :im ^?'*~~"3j5!:: "5!*^. 



'T l 4151 ^-«^ 



* « 



Neeh L'{.1(K ist Jl]i»i« in ^Bestig auf fUe- Gr^eee Ton der 
OffdMiig l+fi; wttl liaii yio die eä9$f ^Ol^^ m eidneo. 
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■HD diMwlb« Mif >folgeiide Art •cbttteBS 



l»' »41 ^ 

^: — m 

+ 4J5I 



Es M «iiD «Slhig» die Im Voiiaigeliendea im AUgm^isM 
diirdi n bci«iehii«toii Grtoen weiter za entvriekelo» was miil 
die BdtiHdkttlinig der Differentialqttotleiiton der Coofdioefen a^, j% 
erfordert 

BekiuieUkb aber «adi '24):^ 
woraua man dorch feroere Differentiation ohne Schwierigkeit erhfilt: 

^ V ^ 



s 
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fimter: 



33) 



a»X, *• ««i . «*• »r» Srj . 3*» 8*r, 12*« /Sr.V 



und hieraus; 



34) 



av — r^^'dt^^ ^ V a«, 'a^.^ + r/ a<s=* 



3*« a»r, 3«^ /ar^y a^ sei^ ar, a^. 

1 60^» /ar.\- 

Weiter su gehen, liegt belmuitlich zanSehst nicht io oneerer 
Absicht. Entwickeln wir nun aber mittelst der Yorheffgeheiiden« 
Ausdrficke der DÜferentialquotienten der Ceofdloalee 9%^ 
Im Al^meinen durch U bezeichaeIeD CirSesee* eo.lbdeii #lr, 
dese dieeelbeu elmmtHeb die GfOeee 

r * ' 

als Faetor enthalten^ imd wene iHr daher der KSne wegeu fan 
AHgtmiM» ; 

35^.,,.,. . . . G;,, = ^ 

setsee, ee crlttileB wir mittelst einer eicht der geringsten Sdil#le" 
rigtoUci— tarliejeede»- Recbwmg die .Mfendmi Amidpici;e<;^ ' 
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j^s /8r2\* 12/^0 a% 72>t4 fdr^y 

Dass überhaupt Ga, h in Beziehung auf die Grösse k voa der 
. Ordnung X-f f& — 1 ist, erhellet aus dem, was früher liiewieseo 
worden ist, unmittelbar. 

Da es nun, wie aus allem Ohit^en ganz von rselbst hervor- 
geht, bei dieser sranzen Untersuchung durchaus nicht auf die 
wkklichen Werthe der Grössen f\» f^j /i, sondern bloss auf 
^reii VerfcMtnigf untet «iMMider aofcMMit ; da ferner b^iawDtiicb ' 
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Mt« SO kann muu iai Ubigeii offenbar 

setzen, und erhSit dadurch nach 20), 30), 27), mit Röcksicht auf 
die Gietcburig U5)» für die Grüfisen fi, f^, f'^ die fblgeodeu Aus- 
drücke: « * 

#»=F — ITT 



AI • W( 



3j .vot3— j,2f -"ita 

...'it' 



21 "««^o»» 

+ 5! •*»o»» ijJT •*'i»4+ 213! — T 

HB! **^i>ft+' -'^ Qt4! — *^'^a»4 ' 

3151 

Ti*T34(Ti-fT3) • , ..^-J 

^ TlicU XXIX. 22 
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efun4fi: Miß^au Bt$ämmunß 4er Bahn iinei WeUMrperM 
wobei man zu beachten liM» 

ist 

♦ 

Nach 90), 27)» 29) 

' * • • 38) 

= Ij . €ro,i — . + •yo»a — Jf • ^0»4+ 51 • ^0>§9 

/i=/i+f4— — 112! — ^i«- • «a — ^*'»*» ira; 



1>4 



•IJöl 



' — ' — 3i4i aiöi ^ 

+ 415, ^«1^ 
Wemi man die Beste { 

1.2/3.4 • lATiA ^ 



UQjd 



"XOn • 1.2.3.4 



bei einer ersten Nähening verDachiässigt, so moss maii, wie aas 
dem Obigeil sich ieiclj^t ergiebt:. 

. . : ^ 30) . . 

* • ' < 

. ... * • 

• • • » 

. • ' . . ♦ 
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' au» Orei geountrUckm B€9AaeJUimgm, 
also, wie man mitteist 36) leicb« findet: 



. V 

i I 



40) Ä=tia-a. 



und folglich , 



I 

1 



41) 



«etieD«. . 

Wenn man die Keate 



1.2.3.4.Ö ' 1.2.3.4.6 



und 



1.2.3.4.5 ' TäXT.? — 



>giiiiiiMljfW%<» eo nm man 
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' » t 

A=A+Ä — ^i'» jiäi ;t IM! ' 

+ SS 2141 

- — m ^••^ 

und foigBch iweh 96), wie man mUt^l^t laiehltr Rechming findet: 

43) 



f% ^ t% 



a_a.* ^ 

ly WO man bei der EntwickeLuog Ton ß nach den Formeln 
42) an beachten bat« dm ..'^ » 



• 



oder 



.1 



tat* 



Wie man alch nun der int Vorhergehenden entwickeltm Olei 
chungeu hei der Beatimmnng der^Belm eloea Weltkörpew 
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dnf geoeeDtrwchen Beobacbtunp^ "desselben zu bedleneo bat» 
soll in den folgenden Paragrapbeii gezeigt werden. 

' - • §. 11. • • 

- ; , • . ' . . ... - 

Nacb 13) lind 15) hat man die beiden folgenden Gleichungen : 

l it*3=£sa4-2«9l?acos(i:t-ile)+^'aec/3aS. 
Wenn oiau nun Behufs einer erslen Näherung die Reste 



i.a.3.4 ^: 17074 



1.2.3.4 ' 1.2.3^4 

vemacblSssigt, %velcbe In Bezug auf die Grusse k bekanntlich 
▼on der vierten Urdouug sind, mo 

0,00000006756 * . 

oder vielmebr 

^«i^ SS 0,00000000365 

ist, 80 Ut nach 41) s 

«) . w»=«u— — — ato+Tä^i*-'- 

In diem Foraieln nraas man nun aber bei der «raten Nähe- 

rang nothwendig nach da« den Differentialqnotienteii enthal« 
leode Glied 

.welches , weil der in Hede stehende Differentialquotient in Bezug 
aaf dia Gr9«aa k bekaiuitUeb*von der cfaten Ordnnng i«t, ia Be- 
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• 

auf 4Mlb9 CMIim der AMm CMimDg 4iis«Uifl^« 
nachlSMigen. Di« VemadlAB^^m« dieses fiüadss dst «hf» ^mit 
desto gtSsserem Rechte gestattet« je näher t^ — r^ der Noll 
.komiiit*^, d, h. je genauer die Zwischenseiten zwischen der 
ersten und iweiten uod zweiten und dritten Beobachtung eioan* 
4i9r gkich sind ,^ woraus sich die sehr wichtige Regel ei^gii^bty dass 
Bisn bei Rechnungen dieser Art jederzeit vorzugsweise drei solche 
der Rechnung zur Grundlage dienende Beoba<;htungeli des be- 
treffenden Weltkurpers auszuwählen hat,' bei denen'^ia erste und 
zweite und zweite und dritte Beobachtung durch mogRcbst nahe 
gleiche Zwischenzeiten mjh einander cjetreniit sind. Dies voraus- 
gesetzt, werden wir aUu bei der ersteu iNäheruog nach dem. Obigen 

h-ii 

46) . . . , + 

ZQ setzen haben, und haben ddher in Verbindung mit den Glei- 
chungen 44) zwischen den Grössen q.^ und jetzt zwei Glei- 
chungen, die zur Bestimmung dieser beiden Grössen, nämlich 
der curtirten Entfernung des VVeltkörpers von der Erde und sei- 
nes Vectors zur Zeit der zweiten Beobachtung, vollständig hin- 
reichen ; und wie diese Gleichungen aufzulösen sind, was in 
zweckmässiger Weise nur durch Näherung geschehen kann, ist 
daher jetzt zunächst zu zeigen. 

Bei der ersten Nllhening wird man sich, da / 

^«ifc« a 0,00000000730 ' 

ist. Ulibedenklich noch die Vernachlässiguug des Gliedes 
gestatten dürfen, und daher uacb 46) 



^) Dsis die Zwischraseiten «t, nie' zu gres« sein dfirte, i«c 
im Vofflwvgehendsii «choo hervergehobm worden» und al« eine allge- 
meine, bei Redunngen dar ▼orUegendan Art «leto sn hssbaditeadA 
•Regel sm belnichtflB,' auf die wir daksr aack Jstat aar ^ Msder 
irea SfoacB hiawilsea werdea. j- i't4 



• 
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6r,« 

zu setzen haben. 

Bezeicboen wir die Entfernung des WeltkOrpers too der Erde 
xnr Zeit der «weiten Beobacbtun^ dureb Itg» so ist 

und berecbnen wir nun den Hülfswlokel J^ ^aM^ki 4» fPwM 

49) ... . cor^«=— eos|3sce«(I«— 2^, 

«o erhält die zweite der Gleichungen 44), wie man sogleich 
«bereliihl» die folgende Form': . 

50) . . . r,:=(Ä»*-2ÄjtKacosz^»+ll»«)^ 

Setaen wir aber » -i ^ ' • . 

Ha 

51) ..... jgsscos^jiHhvsin^,, 

8() erhalten wir mittelst einiger bekannten goniometriscbeD Traos- 
formationen sehr leicht: . . • .:' r ^ 



und nehmen wir nun, damit sin^^a jederzeit positiv werde, den 
HGlfswinkel -^2 stets zwischen 0 und 180*^, was vermöge der 
Gleichung 49) offenbar unter allen ßef^iiigungen muglich ist, so 
können wir wegen der Gleichung 60) .effiei>bar t> 



5S) ra=Äagio-Ja(l + ©2)' , . 

setzen. 

Wegen der ersten der Gleichungen 44) und der Gleichungen 
47) Ist Don: v. 



^1 r(l ^ 
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also: , / , . * 

woraus «ich sogleich 



63) 



oder nach 4$) und 62) 

1 QR%H'mJ2p Tj /ii /?! -I t;, /»'a — r^jß^R^ -f toHa cos pa) 

ergiebt Ffibren wir aber m idieae Ctleicfaiing; fQr ]^ den aus 51) 
flkb avsebeodeo Worth 

,jöa = iPa(co&4».-|- »sin ^2) 

eip, .und setzen der K<(rze wegen: 

• = ■ - ' , , . , . ^ 

Cr ssriBißi— tftBai?2-|-ir,^i?a~Si^ai^eA«|fgcosil^, ' ' 

Gi^(ät^R^QQsß%€\i^/i^^ :: 

=Ti»gi Äi -fi»Äa'?2+ ^38^3/^3 -^5ra^/?a cosft» cos ^a, 
Cri ' = QT^^i^a cos /S^ain ^« ; 

^.^—13 * . . ., 

so wird die in Rede stehende Gleichung: 

ans welcher Gleichung nun v beatimmt werden initas. 

Zu dem 'Ende setzen > 

1 

wobei u als positiv aogenomroen wird 9 und also 



.1»* 



Ist; dann ist« wie man leicht findet: 
00) « . . . ^- - $ 
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• - . 

und die «iCBttlOseDde Gleicbtng «|rd:«boi 

,^ GultOt Vn -») (1 + «) 

" 6*'ttTCifyr(i-ii)(n-«)' 

oder* wena der Kürze Tiegen 

ö«) G^=FG, G^^siFGi 

fesetst wird: 

* *^ 1?^»+ Gl' V^(l— u) (1 + tt) ' * 

wpriiiif «jjcb «oglßipb di«>.GIciiehi|Dg • > ... . i 



;,»7) . (cvG'»»)»Tj6V'-c,v) v:(i-ii)a+«)=o , 

ergiebt, welche man nun auf getvöhnliche Weise durch succes» 
^iVe Näherung auflösen muBs, Indem man (fir u nach deoi Obigen 

die wichtige GrSifseobestimmung 0<tf 1 liat. wpdordi. mit^tlicli 

die Auflüaiuiig dieser Gleichung unsemein erleichtert wird. 

' ' Di« BerechouDg'der GoeffieKMten Cr', Cr^' imd' C?*, Cr^^ ffthit 
maii sm betftcvL nheb den'fdjgeadtn F^tniebi mt > ? * 

69) 

O = €372^1^ cos cos ' "< ' < 
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■.<«•.=•«?, .. ; 

Bei der AuflOsong der Doppelgtot^hubg 57) oder S8) hat mao 
toner das Intervall iwisc|iei| 0 ttp4 l. tf^ einb gewisae Aaiabl 
gleicher Theile zu tliellen« die an den GrSnzen dieser kMieren 
Intervalle liegenden Werthe iDir in fan 'aetieii,' «nii därans anf lie* 
kannte Weise die engeren Gründen «wischen . denen « liegen 
niQss» an ermittern/woräuf man durch- weitere Theilung der Idei- 
neren Intervalle j in denen die» der in Rede stehenden Gieiehaig 
genügenden Werthe vco u liegen nifissen^ noch entere GrSoaen 
fttr u findet eine Rechnung* dre 'man \a ^rselhen Welse jeder- 
zeit 80 lange oder so weit fortfdhren muss, his man die reellen 
Wurzeln der aurznivsenden Gleichung» wat die es natürlich hier 
nur alleifi ankeranien kann» in der verlangten Anzahl von Deci- 
inalstellen genau gefnndeh Jiat* ' ' 

Wenn man auf diese Welse »» und mittelst der Formel 55) 
dann aqch v gefondenihat, so ergelMeich ferner rs, H2» ^ leicht 
mittelst der folgenden,; nMsittelhempsdeu VusbeigdieBdeD fite« 
senden Formeln: 

60) ... . ] K«=Äa(cosA+esin2/f);- ' ' 

^2=j^cos^a; 



und fi, ft, /s findet man mittelst der Fefmöln'47) oder genauer 
mittelst der Formeln dQ). < J 

Dann erhält man p^, p, und fj, mittels^ fet^lMeD« 
13) und 15) sich ergelienden Formeln ; 

61) 



oder 
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Ti A\ R\ T~ Xf^A^R^ Tg /?3 . 



61*) 



1 1 



OT.(l— J^) 



• 



uod 



. . } . » * ' ' _____ 

wobei wir bemerken, dass man sich bei Amt Berechnung der V er* 
hältnisse zwischen .deo Glrüssen fi , /j, auch der am Ende der 
folgenden Anmerkung zu diesem Paragraphen aBg^ebenen For^ 
inelir bedienen kann, die deshalb nicht unbequem sind, weil sie 
eigentlich Idossdie Berech^opi^ sehr kleiner Correctionen zu schon 
aus den früheren Rechnungen bekannten oder sehr leicht unmit- 
telbar, W den gegebaiien GrOsseit ah;killelte«deB. Mlmn^Mf«»» 
thea dieser VerfedUtnisee ecfotite«« ^ i 

Endlich erhält m^n dje* Coordinatep • 

^i^WitH* ^*^%tH\ »%»th*H 
mittelst der folgenden, leicht aus 6) und 7) sickergebeodeu Formeln : 

«8) 



A u m e r k u n g/ 

• ■ 

Es verdient bemerkt zu werden, dass man sich bei der Be- 
handlung der vorhergehenden Gleicbiingen noch auf eine andere 
Art verhalten kann wie vorher. 



Ea iet nSmircli:' ' .\ 
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3^ Gruner t: Vtber die Bestimmung der Bmhn eiues Weiikärperg 

also, wie map mit Rücksicht darauf, daiw tg^f 

fiodeti f 

und aetsen wir folglich 



so sind DaoientUch dann, wenn die Zwischenzeiten und zwl* 
sehen der ersten und zweiten uni] sweiteo and drittea Beobach* 
taag Btthe eiaander gleich aiad. 



anrei den GrSsseo 'Paad Q sehr nahe fcoioiaende erste Nfihemiiga- 
werthe dieser GrOaaea, da namatUek 



^1 



0 = ^1.%+ «,2 

nur am eine GrSsse der vierten Ordnoag tod l^iz^ verachledeii ist. 

Aus den heiden Gleichungen 

•rhftit mn - aoglekJi s 



/i- i+p ' f,- 1+/» ' 



uoifii weil .non behanntlicb 
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ist, 80 wird 

folglich: 

.,]!9iiB jsl aber bpkaimtlich 
oder, wenn man 

a^tzt * i f . •'•'•'(.. >>, 

«lao: 

X *^\0 + P)(r)g2±^B2R2) ,J 

imd fdglkb» wenn man - ' ' 

aetit, wie man l^i^jt ilpidets . 

! 1 

- « 1 • B,R,\rB,R,p , z:\: 

Setzt man alao der Kürze wegen: 



2fi2^ain 5 (1 -f P ) /^g cos |32 sin , 
...t :tt. Q * . . B^Ua^B%HxP, . * . 

80 iat 



' Wenn .man aleb.j|iit m5gllebal»fi #ept^ttiglult>filn, fi}i: ,|ü|e Mf4 
ebn die Function 
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Gruuert: Vetter die BnUmmmg äer ßaHn einee Weitkörpert 



^ffMIende 0^1 coiiUniirt die man Ifnner.M ReehnmigeD 
dieser Art gebnuiclien mii, und dann die durch die Glelcliui^ 

cbsrakterisirie'CiMde in jedem ei^ielnen EaHe slebtt wae Dich 
' den Lebten der anaiytifehen Geovefiie nfdht der mindeeton Sebwie- 
riglceit unterliegt ; se bestimmen die ]!lMMslieciiii1ll!H>unkte dieser 
Geraden mit .der yorbef geilenden Cunre offenbar dle>der Gleichung 



genügenden reellen Werthe von Aus diesen Werthen ergeben 
dich aber die entsprechenden Werthe von 1^2, q%, n unroittelbar 
mittelst der folgeqden» aas de|0. Obigen bekanp^ten Formeln: 

IKis J^(co8^9 4- sin^)» 

. e> =K2e^/^ 



ra = V 2/2aK»cos^a+;KÄ?j 



Wie man sich lum überhaupt dieser Formeln zu bedienen bat, 
unterliegt keinem Zweifel und bedarf Icaum noch eioer besondem 
£rläutersDg. Aas den ersteo INäbeniogswertben' ' 



findet man erste Näherungs werthe von ar, Ä», t%'^ Hierauf 
findet man h mittelst der Formeln 



*) Die CooaCraetloD dieter Oarve bat nieht die mindctts Schwtiii^ 
kalt, aetil aber sImi Mal dar W«Mi«ldar Fuetio» 

» _ 1 * • V 

vsinns, dis g l irli* ^fa n^ läir btdi^ m bWediM Dann aataft man 

tfSEstangctf 

und ffSf— i « swiichcn —do*^ oof :t-90oi so Ut offenbar: 

frsscoa»*» ' 

mhtett^ %Aiiar FmmM die WsMlto'4ilB |F difMlaia hMt haMhaet 



4 
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• 



und dann neue Mäherungswerthe von Puod Q mittelst der Formeln 

■ 

oder auch anmittelbar mittelst der folgenden, ans dem Obigen 
bekannten A.usdrücke Ton P und Q: 

V. ' . . ► 



Q kr I . 

wetebe neuen Näherühgvwerthe von P and Q dam ÜHier aitf 
dieselbe Weise wie vorher su neuen Näherungswerthen von jp, 

ra föhren. Wie man nun aber dieses Verfahren immer srai* 
ter fortsetzen kann, bis man alle Grössen mit dem erforderlicben 
fitade der Genauigkeit gefunden hat» übersieht Jeder aipf df« 
ersten Blick« » .^ - ■ t ' 

Wir bemerken hierbei noch, dass sich aus dem Obigen auch 
leicht die folgenden Formeln zu Berechnung der Verhältnisse 
zwischen den Frössen /^^ ß, fg ergehjon: v 



;J * • .• >. •' <- 



und: 
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Grunert: Sieker 4ie BesUmmmg der Bahn eitui WeUkörptr» 



(. 12. 

WeilDacb25) ' ' ' 



Ist, fto ist, wenn i seine au« dem erjsten Kapitel bekannte Bedeu- 
tong für jetzt auch hier heiUel^ält,^ nj^ch L 4) and I. 11) offeubar 

und nach !• 48): , ' ^ ' * 




^isoy ifejiQ .fi»«ii den Bruch ^ ab verschwindend betrachtest: 



et) v 



VA- 



< 

Nach }. lO/ wt!aber: , . . ' ' 

Ami ' Vi • 

also nach dem Vorhergehenden: 

Acost=:— — * — — • 



4 » 



* 

Digitized by Google 



65) { vAz=.^ ¥2C08i ^ { 

* . 

WeU die Ebanitf der .Bahn oDsen'WeltkSrpm'dafth die Soone 
aie Anfang der Coordinaten nnd dorclf die PnniLie (ariy^x^), (x^^^ 
(^iSM) gebt», so iet ihre Gleichung nacli den Lebren der analy- 
tiechen Geemetrie: 

we bekaAdich anch die BedingungsgleicbiMig 

' ■ ♦ * » • 

aftatt tii^en - ibllesfe» wenn die GoerdSmiteti eftnmtileb In aller 
Stninge Vrefit^r wSien. 



Nach den Lehren der analytischen Geometrie iei nim 
Itanntltch: 



oder» wie man leicht findet: 



eoal» i^iya-^a yi)« 

TlMil XXXX 23 
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dj3S Grunert: UtUr die BuUmmung der Buhn fitMt WeUkörpm 



fdiglich Dach 65): 

A= 

6^ ilsss 



1< 



Bezeichnen wir den in der Zeit von dem Vector anseri 
Weltktirpers be^cbriebeDeo Winkel durch ci»i, wo wir, weil id den 
FiUen« in deniBn die obigen Rechoangen überhaupt zur Anwen- 
-.d^q|g,|coiDinen, ti Immer nur eine geringe Anzahl yot^Jf^gfitk um- 
fassen wird, jederzeit zu der Annahme berecbt^ «ein w^cm*,da«i 
der Winitel «, kleiner aU 1809 Ut; so ie^ 

nnd folglich» weil 

(«^— (ya— ^»)«+ 
aleo» «wie man aogleicb flberaiehtj 

ADV ^»gj-f y«ya -f ^»g» 

oO) • .. • • coafl9|=s ' ' ' » 



und. daher nach weil einnoi positiv ist: 



. - • i . . . 
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• " . nKt ärtt geocentriuhcn Be^AackUmgetL 
folglicb nach 69/ und 70): 



» * 



1 



71) • . , taDS0)>;=:7 , — r — — 

Nach L 30>4atw. 

1 1 

also: ... 



aber afimbar 

also aUgemein. ... 

coa 1^ co8.(ea 4- t 
ond folglich nach dam VoihergeheDd«&: 



folgUcfa '-'^ 



HAI. (^--^j^^^^^C-a-^j ^ 



oder» wie man leicht findet: 



ilain«^» ^taaglaii « QC^^SfÄ. 



Nach L 69) ist aber • 
also, wenn man den Brnch -jj^ als Terschwindeod betrachtet: 
felgileh nach dem TeihetgeheDden : 

sa* 
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040 Qrunert; (Msr dU ßeiiimmung 4€r Bakn eine* WeUkörp$n 
oder aaeht :. - 

1 \ * i 

^ - co«ec«i — — c©t »i ' 

70.. g=*Jt«igl-,.v4-i^ ''^ 



BMeichDen wir den io der Zeit Tg VOD dem Vector iiii«ere 
WellkSrpere beecliriebeiieii Wickel durch «a» wo wir, wie vortier 
mi, AUch 0k Hf^©« J|U Jy»«» «DzuDfiAmeii Iwrechtigt «Ind. eo Ist 

COeittiSS*'^ Ö — _ 1*).. , 

^';i»'e , 

und folglich, WiÄ ^ • = ^ • » f 

alsot wie man sogleich übersieht» ^ 

■ 

76) . . • . coeÄfSs-* ^ ♦ 

folglieh: u< , ' ' • - i-:- - f v..- J 

eineii'ss. ' 

und daher nach ifvell afai«ii'p^ttiv.jrts 

folglich aaeh 75) mid.*^:, 



Nach h m) iöt: 



alae: 



1 1 
^ ^ SS Bco4v, , —4» Äce» 1% ; 



aber offenbar 
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aUo allgeuMio: t 

vnd folglich Dftch dM Torfaergeheoden : 

'^■r.i-. l' ^ 1 jo- vif- 



folglich i 



(r~^)~(r"^) ****** 

oder» wlo man lolcht fliidet: 
*akio nach TS): 

oder ; . i 

« — cosec »3 — cot cöj 
7») . . = ' \A -teogt«»Vil,. 

Zur Berechnung des zweiten, ^ritten und vierten Diäfereutialquo' 
tioDten hat^man ^a^ l.,5ö), ^)^4tX d»« ffliteil><Jfa4^riiielo: 

Für den ersten und.zfreiten Differentialquoticntoo von t« kann 
n|aii<.4Ufil|,4i9 ijalg^Dj^B Auadracko o^twickolii." " ' 
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SU eruntri: «MiP^M wmmmn ^ ^ rnkm -me^ WeiiMrpen 
Nacb 7(0 W) brtt r 



«Ito: 



»I» ■* »( ■: ' i" 



Nn kl aber naeb OSO «nid 75): 



Fm«r ist nach 60) ond TS); 



r^- r, cos »4 = ■ • . r: " ^ . 



^ {t f . 



md nach dm Obigm: 

r ÜQ a)| • VA ^tfi . * 

ra— r| C08 c»s_ ^ r«rt — (xia? « -|- yi^a -f i%) .> • 
r^r, sin w, . , . a/a , . i 

Folglieh ist oacb 7^ und 78): ' ' ' ' t 

ft^i_ r«y>--(j^^'fyiy>^-gi»i) ^ ♦ ^ ' " 
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Weht 5 . / 



80**) . 



» t V 



t: 



5ie7 = -JT^^wf«» l-ilr..= »,cwi». 



82) .... . t«w».»2Rn=:3^-8^' 

mittelst welcher Formel sieb t»« ohne aliii Zweideutigkeit bestim- 
meo Ui08t, ween man nur die folgendeD, aus 81) aich namittel* 
bar ergebenden Regeln ;beaäitet: ^ t 

Weon 



8r« 



- poalfiY positiv j / 0 ^vt< W 

positiv negativ ( , ^ . V 90«<i?,<180<» "''^ 

> ist, so lat < 
aegatlv . «egaflv [ , i l»Oö<aj<»0<» a I •. ; 

aegativ positiv ) ( 270o < < 360<>. 

Hat man aber auf diese Weise gefondea, ao fiadat niM'B 
mittelst einer der beiden folgenden Formeln: 



il>Ä. 44<Ä, 
ao lat bahamitllch die Bahn respective eine 

ElUpfie, Parcel. ^,Hyperbelj,.^. . 
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844 tfr«s#rl; M€t-sm'tit»0imlM0^''eM§ irflnef WeiMrpm 

welchM M als BrentipDiikt liegt. 

Die Fälle der Ellipse und Farabel, welche für uns hier zu- 
nächst nur TOD Interesse sind, wollen wir nun noch ett>Fa8 weiter 
betrachten, indem wir von jetzt an in beiden Fällen unter die 
Zeit verstehen, welche zur Beschreibung der wahren Anomalie 
V2 verwandt worden ist, im Falle der Ellipse aber die der wah- 
ren Anomalie V2 entaprecheade excentriaciie AaenMcf diirdi t% 
beseichnen wardeo* 

Sei nun zuerst A^B, die Bahn also eine Ellipse, so Ist 
nach der Theorie der Kegelschnitte, wenn a, b, e, p ihre be- 
kannte gewöhnliche Bedeutung haben: 

A . . " ' 



B ■ 2 



84) ... . 

Zor BarecbDiiDg Von u% hat man nach L '84) 4Üa Pohnaii 

85) ... . tangitta = ^j^^.taogiDj 
oder 

85) . . tung Y ^j-^.taagii»,; 
mid ^ ergMt aieh nach I. 88) mittelat der Fennel 



! ... 1»»-' 



oder 

88) k.^-^{^%'—-^Bmu^), 

Wenn ferner A ~ B, die Bahn also eine Parabel ist, ao ist 
nach der Lehre von den Kegelschpitten: 



2 2 

iiDd 1, erbilt man mittelat der aus L 94) bekannten Formel: 
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'1:'.;. •;:.•;»•:.».:/. ; - - /' - ■ i!i ' ., .t 

' - Auf diese Weise ltdiiiit' Ynfaw atd'o itf beiden Fällen alle Efew 
ifierite' def Bahn; weiclie srdir iricbl W ihre' Lit^e im fiaiinn» ^ 
tl»|keii; niiit der .Be^mmmig'' dieser leCsteren weiden ''«Ht' 'eiifi 
uDteii ib J; 14/ beecfaftm^. . . ./ «m. , - 



'tt K ' ' 



• i^.l^ ' .... 

Wir wollen nun noch ganz In der Kurze zeigen, wie man sich, 
Dachdem man mittelst des in §. 11. entwickelten Verfahrens die 

Grössen ei»^a>PsJ »"i » ^2 . ; /'i » A ; ^1.^1» *i; ^a»^*»^, 

x^, ffi, 2, bereits mit einem grossen Grade der Aonaherung ge« 
fanden bat, der in §. 12. und früher in §. 10. bewiesenen Formeln 
bedienen kann, um nach und nach sowohl die vorher genann« 
ten Grussen, als auch die nicht auf die Lage der Ebene der 
Bahn im Räume sich beziehenden Elemente derselben mit einem 
immer grösseren und grösseren Grade der GenaoigkeUtzu findea« 

/ . ,^itte|el.der gefandenen Nftbeningswerthe der obigen GrSaeeii 
berechne man' il 'nacb einer der- drei Formeln w)» 'nod dann 

dr 

1^. .fnitte|st piper der For^^ln 73), 74), 78), 79). Dann bestimme 

* 9r . . . ' 
man, indem man diesen Werth von kjt 'n die zweite der Glei- 

ctinngdif 45) einführt und Jeebel beachtet, dasa einltlelnefiiiicb iib 

^ steckender Fehler, wegen der Kleinheit des Glieder» ' 

.i . . ■•...>;/ V Ä ' ••* . • «'.ir. 1 i: '«•»:••; 

.>••:•■ ••' ' *V'jV^'>.^. . ■,„,; r.;.- 

y^elchea in ßeziig auf die Grusige A; von ^ev dritten Ordnung ist, 
ail,siclv> .i^Uf, eineo sehr geringen Einfluss ausübten li^ann^ q% t|nd 
ir« «o, dass den Gleichungen 45) und 44); vollständig genügt wird, 
3^91^ fn^n sich verschiedener Methoden bedienen kann, die im 
Ganzen so einfach und so bekannt sind, dass über, dieselben et^vas 
Weiteres hier nicht gesagt zu werden braucht; immer aber wird 
WUm BdstiaMittng der GHtasen ^ «od* r» 4eiebl ond- ehae alle 



Digifized 



WnWiiigfcelt «uigaflflbrt werden UtaiM« wdl man deren Werthe 
teeite warn der MieteBrfieetomg arfl gMeec AanShenug JEmf. 



Dann kann man mittelst der gefandeoeD Werthe von ond 
r« ganz auf dieselbe Weise zu einem nenen Mäberungswerthe von 

^ Gbergehen, deiwelbeii in di6 äweita der GlctelrangeB 4Sy eln- 

(uhi^n, und und so bestimmen, dass den .Gleicbuugen 45) 
und 44). vpllständig f^eniii^t wird* ein Verfahren, welches man 
Oberhaupt so lange fortsetzt, bis zwei aul einander folgende 
Systeme von Werthen der Grössen q^, r» In der verlangten An- 
zahl von DedmaUteiien sieb nicht mehr von einander unter- 
scheiden. 



Nun «etat man die Reehming lo der Welse fett» diu» 
mitteUt der Jetit gefsndenett Werthe deir rerher in die Reehonng 

ceiosenen Gressen aneh ktw erstffii der Fenneio .80) 

berechnet^ dieee GcSase veo tpmi.aii In die ftecbnung bineiiiaielit, 
«ad f« imd so bestimmt, daee den Gl^ehungien 43) pnd 44) 
▼olleülndig genügt wird, nittelsf irdlefaer Wertbe ven und r« 
man dann auf dieselbe Weise neue Nähernngswerthe dieser Grus* 
sen findet, und die Rechnung wieder so lange fortsetzt, bis zwei 
auf einander folgende Systeme von Werthen derselben in der Ter- 
laitgten Anzahl von Dcci malstellen sich nicht mehr von einander 
unterscheiden, wobei es sich von selbst versteht, dass man bei 
der Berechnung der Grössen fi, f%, sieb stets der Formeln 43) 
zu bedienen hat ' - « . . 

*»••>'■■ . <• * . * 

Ganz in ähnlicher Weise, wen nun eine weitere ErlSatentng 

nicht mehr bedflrfirn wird» Imnn man mittelst der zweiten der 
]F!oweln .8Q) ferner auch die .Grosse , in . die Rechnung hin- 
einsieben, und ond t% so bestimmen» dass den.Gleichangn« 
37) und 43) mit Racfcslebt auf die hierbei zmr Anwendiing hat^ 
senden Formeln 3Q ToUstindig genifgt ^ird» wobei man sich im 
Allgemeinen immer ganz ebto so'^sn verhalten hat, wie in den 
beiden Torhergeheaden FSUen» 

Wie weit man aber {Iberhatipt aof 'd^tar Im AllgemieirfeB hier 
vorgezeichneten Wege fertscbreifen muss, wM InuM i^en^ der 
Genauigkeit nbhSngeii» tüe man bei diesen Rechnungen zu erreichen 
beabslebtlgt, so dass si«A dariffiber also nUgemdine Regdb nätStt 

lieh gär nicht geben 'Ussett. - 

1- Ii . 

• : . Wie endlich», nachdem man in der voriiergtbeoden U^chnnng 
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ImMditigl^ €taM^|;Mt.*i«ldlt''M^-diM die niebt 

Mf die Lage der El>ene der Baliii .Im Raame sich beziehendeo 
Elenente deMlbeii im beiecfineo eind« ' erhallet aiM({« H 
voD eelbet and bedarf eiijer weltereA EitMerang biet nicfat 



14.- -r 'i.» I."', 'j^ 

Wir wollen jetzt zeigen, wie sich die Elemente der Bahn 
beatimmeiv laaaeo, welche sich auf ihre Lage imKaimie bezieheo* 

BcKeichnen wir zu de»! Ende einen . betebigen Veeter und 
die entsprechende cifrtirte' Entfernung ntoers WeltlcSrpere ronder 
Erde respectiTe dnreli r und q, die entsprechende geocentrlsche 
Länge und Breite dieselben durch X und ß, die entsprechende 
heliocentriscbe Länge der Erde und ihren entsprechenden Vector 
durch L und R, endlich die entsprechende heliocentrische Länge 
und Breite des Weltkürpers durch uud so Laben wir offen- 
bar die folgenden Gleichungen: 

ütoiilMrilber ilaob Q) bekaftnilicbr ' ,\. ::* , ; ] ^f..^ m . 

tt j ' - k^r ':;*rV' ' > »■. > ff , , jtM« ifi J 4', ij«» ^ ; ,j, 

Cmer.pacb :?); • • i :'x. • .. ..f,f-... • iih:. .r/r 'n«H 

und nach der Lehre von d^r Verwandlung der Coprdlnateii: ' 



atoo nach 92)f : ^ 

r cos £ cos ^ = 12 cosX -|- Q cos Xv ' 

rainj|$ss|tang/?^ 



oder auch, wie man leicht findet, wenn man die erste nnd «weite 
Gleichuns; respective mit cos A und sinA, ferner mit sinX iind 
cesA multiplicirt, und dann diese Gleichungen im ersten Felle su 
•hiander addirt» im sweiten Falle :Sen.«iBandnr^nlbtraltir|i l>in* i 
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Aus den Gleichangen 93) erhält man zur Bestimmung tqd jC 
vnd 1^ die folgenden Formeln: 



CO0lt==: — rZlä ► 



Die e#ita dieser C^eichcmgen liefert 3$ oline alle Zweideutig» 
kelt, well 9 xwischen — QO« und -|- 90» liegt. Eben deshalb Ist 
€0b1$ stets positiv, und sin IT und coslT haben daher jederzeit nit 
den Zählern der sie darstellenden obigen Brfiehe gleiche Vorsei- 
dben. Bedient man sich nun zur Bestlmmang von £ der lotsten 
der Tier obigen Formeln »•welche diese heliocentrische Länge dnrcli 
Ihre Tangente glebt, so muss man rficl»ichtlich der Art vnd 
Welso, wie man £ sn nehmen hat« die in dem folgenden Tablean 
enthaltenen Regehft befo^n;" wobei sieh' die -Aasdriicke Zahl« 
nnd Nenner anf den Zahler ond J^enper des Bruchs in der Tier- 
teo der Vorstehenden rormeln 



ZShier:* Nenner: 

poiltiT positiv 0 <£< 90O 

positiv. negativ 00»<f<18ö» 

negativ ^ negativ I8ö<><£<270o 

negatiT positiv^ 270o<C<3a(r.| 

Diese flegeln lassen ilber die Art. uod^else, ^!e man t jtn wfk' 
inen ha^/ nicht die'geringste ^Swm^ zu. 

Aus den Gleichangen 94) ergebe» sich snr Bestimmang 
£ nnd 9 die folgendoB'^Forffleln: > * « n 4 . . v .) 
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•ii,(£-l)= ,^3j— . 
„ ,^ Ä cos + « 

Diese Formeln gestatten eine etwas leichtere Reclinung Wie die 
Formeln 9^); aber ett leichte ftegein wie vorher rackelcbtUCh der 
Art und Welse, wie man' Jl zurnehmen hat, lassen sich nicht 
geben. Ich will annehmen» dase man sich bei der Berecbnnng 
^bh 'rd4r 'Formel ' ^' • - - r^^ -: ■ • ..^ n ... 



bediene» welche offenbar die leichteete Rechnung gestattet» und 
will demzufolge setzen» dase S der» absolut genommen» klein«^ 
also in nicht Ahersteigeede Werth Ton t^L sei» welcher der 
▼orstehenden Gleichung genfigt Dann tsi» wenn n eine positive 
eder'D4^tl?e;'gia^e Zahl bezeichnet'» beksnntHeb^ . . 

£-.A=2n3r+e oder £— il=(2n+ 1)»— ö! " 

so setzen. Ob man das Erste oder Zweite zu Äun hat» entscbei- 
Het sieh Hatth 4m Mche» Tön ces<f ^A)« weRher €eslo«».inlt 
Mi'ZlblMrder Broiis lil'der'FehM [ / m 

gleiches Vorzeichen hat, so dass also das Zeichen dieses Cosi- 
nus immer leicht beurthLlIt werden kann; ist nun der Zähler dii^ 
ses Bruchs positiv, so rouss mau ' - | 

setaen, weil flir wuu 

'm*liiä^'y^4ki i'^i biffeifbiirVe^tlf ieib^^^e^r til aagegeo 
der Zähler des obigen Bruchs negativ, so mnss man 

setsen» well Ufr 
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HßO ßruneri: Mir 4i0 Btstimmunt der Bahn eine» WelOtdrpers 

4er Coduü» tod A affente pMifiv «ein «rOrtfe. Wir woUee 
noB enerel ennelinieDy daae lielr idemedi 



ergeben iiabe. Offenbar Icann maD« O mag poaltiv oder negaliv 

sein» nicht 

setzen, weil sonst der absolute Werth von t—l grosser als 2» 
sein i^Mrde^ was niclit möglich ist V\ »r küiiiieo also nur 

setzen. Ist nun 0 positiv, so kann man nicht n= + l setzen, 
weil sonst C— ;i = 2n7c + 0 grosser als '2n wäre, und man kann 
alao in diesem Falle bloss n=0 eder ft=^l, folglich 

jt^a=e oder iss— dv-l-d»: 



■ '».,» 

, t 



C=Afe oder fisrl+ö'-i 

aetaen; jenaelideni noa aber A^f ^ Uainer «der griiMpr «US« 
iai« . mnaa man oflapbar 

£sA4-6 oder jC=Arf6-2« 

setzen. ^Wewi fe«f 6««gatif iat, an kann m «niaht n:^-^! 
setzen, weil adnat der abülnto . W«rtii: v«n j;-r*»-rÄif .6, 
grösser als Ssf wir«, und man kann alao bloaa «äO oder «»+1, 

folglich ^ 

£-A=0 oder i = 2» + a, 

nlP9 . »rii • , i i M-i 

eatsen; jenaehdem nnn «her i-i-^ posUlv oder negativ iat. mnaa 
man offenbar , 

ir = Ä+ö oder £=5^1 + 0 + 2« 
jfjtrim^ Kffiiir. wnll«» wlt.aai^iR^ daaf ai^ i^,dnin,fniis9n 

ergeben habe. Offenbar kann -man» ' e m^ poalti? odat nngaliv 
aain« nlcbt i : . 
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tfref geaemun^chen Beoöac/uungm» ' 



' Vtt= + 1, ±2, ±3, ±4, t5,.... 

•eiiMi» weil «onat d«r absolut« Wertb vod ;i offMilwr grOMtr 
ab %n ■ein wfirde, ^iftehtinüglich ist • J^en kann also ov 

alsö ' ■ 

tf^As««— e oder tf^is^ff—a» 
folglldb ; . 

jß = i — oder .£=5^—6— s , 

aetiea«. lat aaa 6 poeltiV, äo iaiiaa snaii' - 

£:=i-.a^ff oder £ = 1—0-» 



aetxeiit jenaclideiii X— 9 kleiner oder.groaaer afa « lat; ist da- 
gegen l-«j8 n^aftv» ao kann man nur 



netzen. I%l vorhergelknden Kegeln sind allerdings vuillg be- 
atimmt, nnd lassen eine Zweideutigkeit, wie mait C zn nehmen 
hat, nicht zu; aber an Eiofachheit steheu sie deu obeo im ersten 
FaUe gegdbenen Regeln offenlmr nach. 

Noch leitet man aus den Gleichungen 9^ leiebt die folgen- 
den €leicbungeD ab: 

Ir cos(tf J^)eoa}^s^eo8(X— X) -I- jB» 
r sin (£— X) cosJÖ;= ^ sin(il— i), ' - 
, rsinÄssptang/J; 
aus dennn sieb die nadistehsnden Formeln: ' . 



. V . 



/'i ','■"!! 1 ■ ■ 
'/l\< 41. it. 



t /*r w\ Qshi(X — L) 

co.(f-X,)=«-— . 



: • ■ »ir- 



tang(£-X)= — 



ergeben, bei deren Anwendung man, wie £ zn nehmen lat^ gaas 
nach ibnllchen Regeln wie vorher zn benrtheilen kat» was hier 
ftickl Winter edinterl so werden biaashi 
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Nacli den votbergelieadeiivironD^ hfsßtt am Ar alle dtei 
Beobacbtnngea di« helioeentriaelieii LSogea and Braiton 

des Weltkurpers« um dessen Bahnbestünmung es sich bandell; 
berechnen. 



Wenn ... , j n . . , . . . 

wachsen * * ^ vracbsen 

und resDCctive 

abnehman- r . , ^ abn^bwidn 



ao ist der WeitkSrper feclitlkaflg; wenn dagegen 

wachsen ^ abnehmen 

. . und respective . 

abnehmen . * wachsen 

so ist der Weltkorper rCickl^ufig.. 

Wir wolleif nun dnreh die Sonne- als Anfang «in neues reeht- 

winkliges Coordinatensystem der .a;"yV legen; die Ebene der .r^'y" 
sei die Ebene der Ekliptik, und der positive Th eil der Axe der 
x" sei nach dem aufsteigenden Knoten unsers Weltkürpers bin 
gerichtet; der positive Theil der Axe der 7" werde so ancjenom- 
men, dass man sich, um von dem positiven ThciJc der Axe der 
a" durch den rechten Winkel hindurch zu dem positiven 

Theilc der Axe der y" zu ffeiani^en, nach derselhen liichtung hin 
bewegen muss, nach welcher hin die T^ängen gezählt werden ; der 
positive Theil der Axe der z" soll mit dem positiven Theile der 
Axe der z zusammenfallen. Bezeichnet dann ^ die heliocentrische 
Länge des aufsteigenden Knotens unsers W^eltkorpers» so haben 
wir nach der Lehre von der Verwandlung der Coordinaten die 
folgenden Gleichungen : ^ . > V 

47=^:e^cosA— ysinA, * - 

yjs: j?"äiu ü -f y'cosü, x 

also nach 92): i . t ^ 

, r COS <co8 35 s= COS Ä — y* sin Ä , 

r>i,J ,r:SipircP8}3 = ;."^^ini^^^^';cos^i^ M.,:r»jin;K A^- 
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4m9 ärti gn^eiUHHhm B^o^m^uungen, 

w#raM sich, wenn mau x** eüwifliirt, sogleich die folgenden Glei* 
xhungen ergeben; 

' , . .. ^ rsioXÄ— Ä)coeJ5=y, 

Bezeichnet nun aber i *) den 90'* nicht flbersteigenden Neigungg- 
winkel der Ebene der Bahn unsers Weltkörpers gegen die Ebene 
der Ekliptik, die sogenannte Neigung der Bahn; so erhellet leicht» 
dass in vülüger Allgemeinheit 

x»=:t^*'tangt, also y=i:2''cott 

i^t^ wenn man hier nnd im Folgenden immer die oberen oder 
unteren Zeichen nimmt« jenacbdem der Weltkvrper rocfattiUifig oder 
rÖekl&ofi^ Ist Also ist nach dem Ohigen: 

J:rsin^cott, 

und folglich 

sin (£— Sl) cosJJ = i siu ^ cot < 

oder 

tang isin (It — ^) =db tang}$ ; 

nnd nehmen whr nun die der ersten niid dritten Beobachtung ent« 
«preehenden belioeetttrisehen liftngen und Breitin £|« nnd 
t%,l$i\ so haben wir nar Bestimmung von A und t die folgen- 
den Gleichungen: 



99) 



f tang t sin (l^-A;s=:dk tang 



\ tang t sin (j^a i2)=:j: tang ^a; 

in denen die oberen nnd unteren Zeichen sieb auf einander bestehen. 

Darcb 0ivisioo ecgiebt sich aus diesen beiden Gleichungen: 

' ^(fi ninfl^ -«cosft fang J^ tangJ6^ 

sin (fi — Ä) sin ^cos tangS "* tang iSl ' 

fo%lieb: 

• 1 Am ' ' * o ein f| tang Bs - sin £3 tang]gt 
• ^"-eesJflitnng», ^cosit,tang»|- 

Diese Formel liefert fffr das zwischen 0 und 360® liegende Sl 
awei um JSO® von einander verschiedene Wertfae: welchen die- 



Nlebt völlig ibvrelnstininieiiil mit der <leai'# früher bdgeleglen 
Tk«il XXIX. * M 
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354 ßruneri: Mer die ßesümmuHg der Bahn einei Wellkörper9 

0ef beiden Werthe man zu nehmen bal, kann aof folgende Art 

entschieden werden. 

Zur Beredurang tod t liat man nach 99) dia folgenden Formelii : 

.^JOl) . . tan^« - ± slSrcC^ -^sm (IT. ^ Ä) ' . 

I 

immer die oberen oder anteren Zeichen genommen» jeoacbdem 
der WeitkSrper fachtliallg oder rQoklftafig ist. litiD ediellet aber 
leleht, dass in beiden Fällen die awei obigen Werthe der belio* 
eentriacben Länge dea anfateigendea Knöiena Ar tangl Werthe 
Ifilt entgegengesetzten Vorzeleben liefern. W^l aber* t positiv 
und nicht grösser ala 90*^ Ist« so ist tangt stets positlr, und man 
mnss also filr die Lloge des aofsteigenden botens Immer den- 
jenigen der bdden obigen Wertbe nehmen,' welcher tangi posi- 
*tiv liefert, mag nnn der Weltkürper rechtlSufig oder rückläufig 
sein. Hiernach kOnnen also Sl nnd i Immer ohne alle Zweideu 
tigkeit bestimmt werden« 

Ana der Gleichung 

sin (jCi — ^) taiijE? 1$% 

sin (£a — «Ä) tang JÖa 

erbftit man naeb;elnem bekannten Verfahren «och leicht die Formel 

IIB) tanglUiri+ii)--Äl=^^J^jtangi(Ä,-£J. 

welche für das zwlachen 0 nnd 360" Kegende Sl wieder zwei um 
ISKP Terachiedene Werthe liefert f -Uber* die man gans auf dieaelbe 
Weise wie Torbor eotachelden kann. 

Wir wollen nnn in der Ebene der Bahn durch die Sonne als 
Anfang ein rechhvinkliges Coordinateiisystem der x"'yf" legen, und 
wollen den positiven Theü der Axe der af^ mit dem positiven 
Theiie der Axe der 3[f «usamm^fallen laaaen, den poaltlren Tbeii 
der Axe der ij" aber so annehmen, dass man sich, um von dem 
positiven Theiie der Axe der x'" durch den rechten Winkel iptf^^"} 
hindurch zu dem positiven Tbelle denAxe der ^ wa gelangen» 
nach derselben Richtung hin bewegen muss, nach welcher alch 
der Weltkurper in seiner Bahn bewegt. Bezeichnen wir dann zu 
irgend einer Zeit das sogenannte Argument der Breite des Welt- 
korpera durch V, ao ist offenbar in völliger Allgemeiohelti 

.T** = r cos V , y'" = r sin V. 
Eben ao l^cbt erhellet aber auch die Riefaligfceit dar QMmugmt 
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wenn man wie frülier das obere oder untere Z^clieii nimmt, je- 
nacbdem der Weltk^iipei leehtlXa^ eder rOcklSBlIg iet. AI«o lets 

iolghcb, weil nach dem Obigen . . < - 

rceaiffcöaS^as cos — sin , 
r ain f eoe ^ ob^w^ Sl -f y^coaA 

iat: 

cos^coaJd = QQsSlcQB V 7 eoassin «^^sin V , 
aioff coa3$ salnileoaV ^ eoaicoaAainT. 
Ana dieaen Gldclinngen folgt: ^ . 

eoaVsseeaCI— A)€oa3$, - 

«lao: 

. 8in(£— .a)cos}| 
am Vss db — y , 

10^... \ €oaVsseos(ir-A)coa)9, 

" * cos» ' ' . 

nütteUt welcher Formeln das Arp^ument der Breite sieb ebne alle 
Zweideutigkeit bestliamen lässt, weil man aus den Vorzeichen 
seines 6inus und Cosinus immer den Quadranten bestimmen kann« 
in weichem es sich endigen muss. 

^ Unter der Linge nnaera Weltkftrpera in der Balm, welche 
wir'^dnrch Lbeaelchnen frollan, yerateht man bekanntlich dÜeGrlteae 

104) L = ÄfV^ 

«nd kann dleeelbe alae aiM der belioeeatriaclMa Unge dea aaf- 
ateigendon Kaotena und dem Argumente der Breite immer leiehl 
durch eine blosse Addition Inden« 

Durch jede einer gewissen Zeit entsprechende wahre Ano< 
maKe 0 ist offenbar die Lage des Periheliums in der Bahn be* 
Beaeieboen wir aber die im Sinne der Bewegung dea 
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^ ßrunerts üeösr die Bestimmung der Bahn eines Wettkörpert 

Weltkorpers in seiner Bahn genaromene angoläre EBtTmimg des 
PeriheUom» vom aufsteigeoden Knoten durch P . ao i«t offtnbar 

:'|05). . . PäV-it od« P«=V^» + aOOO, . 
Jeoadidem V—« positiv oder negaUv ist; also ist 

106) .. . t) = V-P odof / 
jonacbdem V — P positiv oder nsgativ ist» und 

1(17) . . . V=?t> + P oder V=t?fP— SW, 

jenaclidsm «H- P UeinoT oder grOssor als 300» ist. 

§. 16. . 

^ leb will nun nocli aeigeo, wie aus <lcn gefundenen Elementen 
der Balin die geocentrische Länge und Breite des Weltkurper» 
fttr die Zeit der sweiteo Beobachtung l>erechr>et werden Icann. 
vett die Veigleiciwpg dieser aus den Elementen berechneten geo- 
centrificheD Linge und Breite mit der entspreclienden beobachte- 
' teil gooceotrisclieo Länge und Breite das schäri«te Kriterium für 
die bei der BestimmttDg der Bahn erreichte Genauigkeit abgiebt. 
Aus der bekannten Zeit^ dos Durcbgangs des Weitliörpers, 
durch das Perihelium und der Zeit der sweiten Boobacbtong findet 
man leicht die seit dem Durchgange darch das Penbetinm bis za 
dem Momente der zweiten Beobacbtung wflossene Zeit, weiche 
wir letzt, wie schon früher in §. 12., dorcb ^ beieicbnen wcUen. 
Dann findet man bei elliptlscbon Bahnen durcb AufiOsnng der ans 
5, 12. 87) bekannten transceodenten Glelchilog 

<, = j(tia— csinua) 

die excentrische Anomalie «», und hierauf mittelst der sns j.13.85) 
bokannten Formel 

* ' ' f~x — 

taDg4©a=\ j^.tang^Ma 

oder einer anderen der ta diesem ZwocIl dienenden belsaiintion 
Formeln die wahre Anomalie u»; bei paraboliscfaen BabMQ er- 
giebt sich die waitre Anomalie nnmittelbai dnreh Auflösung 4er 
^ %, 12. 91) bekannten cabiscben Gleicbnng 



kl 
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aus drei gteocetUrUcken Beobacktunffen, ■ 357 

Beieiebiiet m P den liekanoten Abstand des Peifhelinns 
▼om aafoteigenden Knoten und das ArgnmeDt der Breite ,dei 
Weltk9rpers zur Zeit der zweiten Beobacbtung, so ist nech {• 14 
107) belcaniitlich 

. ' i' tlri 

VsSt^^fP oder Vssses^-P— 

jeoacbdem -f P kleiner oder grösser ais ^60*' ist. . . , 

Ist Jetst die bekannte beüocentrische LSoge de« anfetel* 
genden Knotens, und i die gleiebfails bekannte Ifeignng der Babn» 
so bat man xar Berecbnung der belioeentrisdien LSnge £^ and 
belioeentrischen Breite ^ naeb 103) die folgenden Fetnielnf 

* €OSt 

, eesV^sscosCiZ^— i2)cos}$a, i • ;.. 

in denen man die oberen oder unteren Zeichen zu nehmen hat» 
jenachdera der VVeltkurper rechtläufig oder rückläufig ist. Aus 
der dritten dieser Gleichungen ergiebt sich zor Berechnung von 
die Formel 

und aus den beiden ersten Gleichungen erhält man soc Beresh* 
naog von ^ die Formeln 

cosIdnVa eosV, 

^*»-*,nin(li;,-Ä)' «««^ = ces(4-Ä)- . , 

Die Formel " 

cos i taug V 2 

ISsst bei der Bestbnmnng von £^ eine Zweideutigkeit an, Aber 
«reiche auf folgende Art entschieden irerden kann. Ist nSmllcb 
aberbanpt 17 eiii dieser Glelcbnng genügender Wertfi von 
so, ist bekauntfteb^ wenn n 'eine beliebige positive oder negatlvb 
ganze ZabI beselebnet, ^ 

fl^ = a f 17 + ««. 

Nun ist aber Immer . m.-»! 



i > 
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also 
folglich 

iiiid blmus: 



Weil 



— (Ä+ l/X«« <2« — (a+ 17), 



ist, m ll^n ftwiaeben 

immer nur zwei ganze tim die Einheit von einander v 
Wertbe von n, welche mittelst der Bedingung 

n 1$ 

immer leicht bestimmt werden können« worauf sich dann mittelst 
^er Glekbung * 

1^ — Slss V-^nn 

zwei um ti von einander verschiedene Werthe von üj— ß erge- 
ben, und sich jetzt also nur noch frägt, welchen dieser bei- 
den Werthe von — Sl man zu nehmen hat. Es ist aber klar» 
dass der eine dieser beiden Werthe für 

^ . cosistoVfl cosV^ 

cos^ ± ^^g^ ^ Ä) - eos(JB^^ A) 

Immer einen positiven, der andere einen negativen Werth liefert; 
und da nun cos)3a* ^^eil der absolute Werth von nie 90^ fiber- 
steigt» stets positiv ist, so kann nie ein Zweifel bleiben, welchen 
der beiden aus dem Obigen sich ergebenden Werthe von 
man zu nehmen hat, worauf sich dann natürlich auch jCj leicht 
ohne alle Zweideutigkeit ergiebt, indem man ^ zu diesem W erthe 
von £2 — Sl addirt. Hat man aber auf diese Weise SLi bestimmt, 
80 ist es nicht zweckmässig« die heliocentriscfae Breite ^ mit- 
tslst einer der Formeln i 



4 
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• 

EU berechnen, weil diese Formeln es unentschieden lassen, ob 
'^2f welches, absolut genomniBn, 1^0^ nirht übersteigt, positiv oder 
negati? ist. Nach 99) hat itoaD aber zur Bestimmung voo )^ auch 
die Fonael 

lang = i tang i sin (ii — Ä), 

das obere oder untere Zeichen genommen» Jenaclidero der Wdt- 
kütper recbtlSafig oder rfickiftnfig iat» weichet well 

Ist» nie eine Zweideutigkeit lisst, wie man 7^ so nehmen hat« 

Den Vector erhält man bei dör eUiptiachen üahn mittelst 
der Formel ' ' 

bei tler parabolischen Bahn mitteist der Formel ' 

4cosisft*' 

ond sind nun wie fnilier .to, 2^ die heliocentrischen Coordi- 
naten des Weltkörpers zur Zeit der zweiten Beobachtung, so ist 

^ , ^ . . dr«sartCos4cos»t, . 

^ftsr^sini^oos^s» • v . . it,.i: 

Die heliocentrischen Coordinateo der Erde zu derselben Zelt sind 

Hlerans findet man die geocentrischen Coordinaten ae^', 3%', 
dfs WeltkOrpers snr Zelt der «weiten Beobaehtnng mittelst der 
Fötmeln: 



f. 



Be^eichaeu aber wie früher l^, die geocentrische Länge und 
Breite des Weltkurpers und ^2 seine curtirte Entfernung vuu d^ 
^rde 2ur Zeit der zweiten Deobaclitung, so ist nach 7): 

♦ 1 ' * 
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Grünere: Mir 4k ßtmtmmmiß ilir Mht 4^m Weitkärpers 

crgiebt. Die erste dieser Formeln liefert für das zwischen 0 und 
300*^ liegende zwei um 180*^ verschiedeoe VVerthe; für den 
einen dieser beiden Werthe ist aber ^2 offenbar immer positiv, 
für den anderen negativ; und du nun ^2 ^^einer Natur nach nur 
positiv sein kann, so muss man für immer den der beiden io 
Rede stehenden Werthe nehmen, welcher positiv liefert Uebri-< 
gens aber wird auf der Stelle auch die Richtigkeit der folgenden 
Regeln erbellen: 



Wenn 





3^2 


poattiv 


poeitiY 


negathr 


positiv 


negativ 


negativ- 


peeitiv 


DegaÜT 


Die Formeln 

• 





Ist, mi Jet 



0 <>< 90» 
90«><Jl<180«> 
.180« <I< 2700 



«Mgfcr« J = COSA, = ^,8inAa 

liefern das svrlecbeii imd ^OO® liegende h imiyter^eliiie.^ 
Zweiaen%lceit. 

Hezeichnet die Entfernung des WeltkQrpere von der Erde 
ftur Zeit der zweiten Üeobacbtnngy ao ist 

^ = IJaC08i3,, also 
mittelst weleber Fonnel aeeli Bü leicht gefanden werilen' Imon« 



Ä n b a n g* 

Wenn ich anch im Vorhergehenden alle Formeln so weit ent- 
wickelt halle, dass über die Art der Anwendung derselben und 
den Erfolg dieser Anwendung nach meiner Meinung kein Zwei- 
fel obwaUen kann, so mochte es doch gut und zweckinrissirr sein, 
die Auflösung der Gleic hung 57) oder 58), auf die bekanntlieh hier 
aiunSchst Alles ankommt, durch ein Beispiel etwas nfiher zu er- 
läutern, und daran einige Bemerkungen, Tiamentlich über die ver- 
schiedenen reellen Wurzelti , welche diese Gleichung Iiaben kann, 
zu knöpfen, oline eine vollständige Berechnung dieses Beispiels 
mitzatbeiien, dio nach den obigen vollständig ansgeü^rten aaaly- 
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fifoben Eirtwidceliiageii* Iii Her That «le^Atrlluesig enPchelDt leb 
wihle sa eioem aelcbeii 'Belqilel die folgeaden Beobaebtnagea der 
Vesta • 

ili = 174o. r. 33",2 Li =2130 42'. 55"^ 

;i,=:m. 33. 33^ ^ i^r^m 23. is^ 

A=^m 37'. 24M log I2i =0,0028540 

|9^^ 11. 19. 42,6 . . log ^ = 0,0034240 
P,= 11. 0. 39.2 logÄ, = 0,0039670 

Ti= 4,9855208 - 

Ta=9,9705405 log.ifc*=0,4711629— 4 

%=:4,9850197 ' . 

- * * 

Die Zeiten der drei Beobachtungen waren: 
1807. 24. ApiiL ^. 6**. lö'^S 

a« Paria. 



on A «iro ^ T i^c» 1 Mittlere Zeit 

29. April. '^8. 4o. 42,2 



4. Mai. a 22. 5U 

Man beredine nun znerst die folsrenflen LogaritbineDS 

' logi^ =0,6977105 . ' 

lQgi4=0,«l87187 
iiogTg =0,6076600 , 

log. Ti«= 1,3964210 

los:- V = 1,9974374 * . " 
; . / , . log. 1^»«=;: 1,3953338 . . 



... • ♦ 



log. ti» = 2,093 1315 
log. V= 2,996 1561 
109.4^>s2,0930007 

«^^4»986620S 
=b 4»^I97 

- T3 =0,0005011 
log(T, — Tj=0,6999244 — 4 



k a \ ' 



***) M. ■• Theoretische and prakkiecha Aatroa^nle vea 
J. J. LilCrow. ThLn. Wi«B. litt«., a lat; 
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M ßrumrt: Mir m mmmmm dtt. Mm mm^WM^rpm 

kf^tettg A a!30^]39247-'l 
log tang =3 0,9017618*^1 

• logtang^a =0,2890927 — 1 

log . co»^aa=ü,9829l04-r I 
• • • • 

logein (a«- ils)s:a4973501— 3 

lo^L^smCAs — Ai)::^ 0,9952406— 3« ' - ' 
log siu (Ai — Äg) =0,8291796 - 3 

HIeratM erhXit man: 

log.8m(As— Aa)taDg^i=0^105748-4 ^ 
log . «in (A3 — Xt) tang j5a = 0,2970018 - 3,^ 
log.9iD(ili - ils)taog/3|?:0»il8a723 -3 

folglich : 

»iö(i*-r W tangA = + 0,0006465094 

Bin (A, — Ai) tang ^ ^0,0019815353 

aiD(At— i^)tuig|38S=i-0,0013]30229,._ 

wobei ich bemerke, dass man, was wohl SU beachten ist, die 
Rechnung jederzeit so genau führen niuss, wie es der Gebrauch 
siebenstelliger Tafeln gestattet. Bei diesen Rechnungen habe ich 
die treffliche neueste, d.h. vierzigste Auflage des Vega'schen 
Handbuchs*), durch deren Herau:s<:abe Herr Doctor Bremlker 
in Berlin sich ein grosses Verdientet erworben hat, benutzt. 

Aua den obigen Zahlen findet man die Grosse Q, aaf deren 
Bestimmung man jederzeit beeooderb Sorgfalt Terwenden musa, 
durch die folgende Rech/Ming: 

+0,0006-165094 

-(M»19ßi58g2 
r-0,0013360258 

+ 0,0013130229 

cSc=iOXIp00220029 

logSs;0«3424799-5. 
• ■I ■ ■ ■ . <• 

*) Ber IIa. 1866. Woidmaaaeebe Bach band loay* 
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Ferner bereeboet roae folgende Legailtb 



• 

loffsin^XM — 

B^r^M IWW 


-Ai) 




&8043324— 


1 


log8in(£|^ 


■1*) 




0,8078521- 


1 


logäiD(I/x — 




SS 


0,8094751 - 


1 


lo£P sin ( Zjm 

■vg aiii 






08451238^ 


1 


log 8in(Zi2— 




— 


0.8480932 — 


1 


log6Ul(£)|— 






0,8494626- 


1 


logsin(/^ — 






0,8794966- 


l 


log ein (Xi^— 






0,8820036- 


1 


logein(£|s- 






0,8831597- 


1 


logoo«(Xig- 


-a.) 




0,8608679- 





Hieravs lind ans den oben scbon berechneten Logarithmen 
der Tangenten von ßi» hVß$ erhält man: 

ilt «0^00418220 log^i »0,6214048— 3 

ilt«<MNM50547 log.4a=:0,6537402— 3 

^,=0,00479617 . log = 0,0808946-3 . 

Bi =—0,00864674 log =0,9368024 - 3a 

Äa=r -0,00922876 log = 0,9651433— 3« 

jSa^-0«00974417 log i^s^s: 0,9887449-31 . 

* 

Ci =0,00448155 log €^=0,6514283— 3 

£4=0,00473905 logci=s0i67ö6913<-3 

Q»a00490238^ logCl3s0,6956900*-3. 

^ Femer findet man: 

= 1340. 4'. 
logcoe^s = 0,8423231—1» 
. Ic«siiii4»04664183--1. . 
log.8lo2/<tt =s 0;5mS40'^l 

log tang^a = 0,0140952« . . 1. ... 
, >g.ooe/^cos = 0,a^377a3-l, j 



Hieraue eihSlt man weiter: 



'•I 
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+ 0049051323 

= _ 0,00015079986 

+ 8,1412962 
C=: — 1,2181832 ^ 

l^'ss -0,014991266 

G'="~6i^38lÖ43"' . log 0,8412409 

log6?i =0,1924961—4 
logGi':=0A899336--3 

logF=3,8865153 log F= 3,8865 153 

logC« =0,6826008~4 log = 0,192496 1—4 

togO'==0,5691161 log C?, "=0,0790114. 

■ 

Daher haben wir jetst die folgeodeo Logarltbinen? 

logC?" =0,5691161 
. log Cr' =0,>?4]5409 
log 0*0790114 
log Gl' -0.1899335-3, 

welche zur Berechnung der Werthe der Function 

G'm»)!! T GiV) V (l -«*)(!+«) 

der Gleichung 57) hinreleheD, wenn -iium io dieselbe beliebige 
Werthe der Grdnee ir eififthrt. 

Setzt man nun idr 4t • naeh and naeb die Werfhe 

0, 0; 0« 1; 0/2; a. e. w. 0, 9; l, 0; 

no erbSIt man fUr die enteprechmidcii Werthe der obigen Fimetioii^ 
jenaehdem man in decnelhen das obere oder d^ untere Zischen 
nhounC; das folgende Tablennt ^ < > , 

V 
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Imi:" - 

-;•»•.; »r7ii ff Oberes Zeichen. 


./ 

Unteres Zeichen. mt$t., W 




n'iii* Function. 


u 


Function. :,. 


I i. _ _ . 

-•: .»II iwaii^ 

' öS 

0,3 
0,4 

0,5 

0,6 V 

' »'ig 

1.0 


-1,1995307 
' ' , -0,8234167 
' -0,4447152 
' -0,0877397 
+0,2070240 
+0,3831193 
, .. . +0,3685514 
+0,0767771 
' -0,5905709 
-1,7330146 
-3,2303915 


0,0 
0.1 
0,2 
0,3 
0,4 
0,5 
0,6 
0.7 
0,8 
, 0,9 
1,0 


+ 1,1995307 " : ' 
+ 1,5635887'' ' '* 
+ 1,9056328 . * " 
+ 1,2000215 
+2,4039840 
+ 2,4574153 
+ 2,2824490 
+ 1,7824633 
+0,8393517'^ * 
-0,6971294 ' ' • " 
-3,2303915 ' • 



f* ...» . I i 



Hieraus sieht man, dass die Gleichung 

(G" - G'u^u^iGi"- Gi'u^) V^(l-ti)(l+iö"= 0 

zwischen 0 und 1 drei reelle Wurzeln hat, welche zi^ischen 0,3 
und 0,4 ; zwischen 0,7 und 0,8 zwieüchen 0,8 und 0,9 liegen. Wie 
man sich diesen Wurzeln ferner nähern und dieselben mit jedem 
beliebigen Grade der Genauigkeit finden kann, ist bekannt genug; 
wenn nämlich, um nur bei der einfachsten Methode stehen zo 
bleiben, überhaupt a und 6 zwei Näherungswerthe einer Wurzel 
der Gleichung f(u) =0 sind, und den Werthen a und 6 von « 
die Werthe A und B der Function /"(«) entsprechen, so dass 
f(a)=^A und f{b) = B ist, so findet man . einen neuen Nähe- 
rungswerth u der Wurzel unserer Gleichung mittelst eines der 
beiden folgenden Ausdrücke: , .. . 

Nach der Formel 55) liefert das untere Zeichen für © einen 
negativen Werth, und da nun sin/i^ positiv und cos^^ negativ ist, 
80 liefert die zweite Formel in 60) in diesem Falle fiir offen* 
bar einen negativen Werth, was unstatthaft ist, und uns daher be- 
rechtigt, die zwischen 0,8 und 0,9 liegende Wurzel von unseren 
ferneren Betrachtungen auszuschüessen , und uns von jetzt an 
bloss mit den zwischen 0,3 und 0,4 und zwischen 0,7 und 0,8 
liegenden Wurzeln zu beschäftigen. 

Weiui man aber zuvörderst die zwischen 0,7 und 0,8 liegende 
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daraus dann mlltekt m diesem Zfvedkl Ii» OUgea «ntwlcfcel> 
teil FMMb die eeli^ireeliefideB WerÜM ven Hit der BetiemiDg 
des Weltldirpeffs too der Eide aar Zelt der awelteD IMInAtm^ 
und TOD der eorUrteii Entfemimg des Weltkürpers Ton der 
Erde snr Zeit 4er swmtea Beobachtung , ableitet; eo fiodet maii, 
dass diese Wetthe sehr Ueln ansfalleQ. f^ob Ist aber Idar, dass 
die beldea Glelcfaongeii nnserer Aii%abe*. nämlich die GleichmigeB: 

V » l^*+2ea^ce«(i4 ^ a,) 4- «i^seejS^i«, 

die Auflösung p« — ^ zulassen. Denn für diesen Werth von 
wird Temiügc (U r zweiten Gleichung B%f und die erste geht 
dann offenbar iu die Gleichung ' . . ^ 

FF * 
Bi Ri jr + B^R^ jr — B^R^ = 0 

oder 

BiRiFi — B^R^F^^ß^R^F^^O 

4iber, waa nach 14) in der That vöWis^ richtig ist. Weuo nuo auch 
die zweite der beiden, nach Ausschliessung der dritten, noch zu- 
lässigen Auflösungen nicht s^enau ^^=0 liefert« so liefert sie doch 
Q2 J^ehr klein, was darin seine vollständige Erklärung findet und 
\ganz der Natur der kSache gemäss ist, weil die obige Aaflosung 
für jetzt eine blogse Näheriinc: ist, und also auch nur näberungs- 
weise richti^o Resultate liefern kann. Jedenfalls wird aber die 
iweito der beiden obigen noch zulässigen Auflösungen der ge- 
nauen Anfhlsung ii.^ ~ 0 und q^^O entsprechen, was oSTeobar 
auch unstatthaft ist, so dass also hiernach bloss noch die erste 
der beiden in Itede stehenden Auflösungen , nämlich die mrischfli 
0,3 nod 0^ liegende Wurzel« als zulässig übrig bleibt« 

Setzen wir 
so Ist für 

«i«=(^2w»2 md ifsosieom 

reapeetive « 

' , = -0,0<XXX)04 und A«) = + 0*0000005; 
also liegt der rlcli^g« Werth vtm u awlseheii . 

0.3269852 und 0,3269853 ' ' - ■ * 
idier.:elM«i^ ilhef bei <den letsiereB^ Wertfce»iee dass 
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/ m^^mnm 

Bit aetieii haben. 

Die weitere Fortsetzung der Rechnnng hat nun nicht die ge- 
rin)?8te Schwiprii;kcit, da dieselbe gauz auf vollständig entwickeU 
tcn Formeln beruhet. Ich wUl jedoch noch kurz anfuhren, was 
Bich mir bei derselben ergeben hat, bemerke aber, dass die 
Rechnung nicht mit der grössten Sorgfalt geführt worden ist, da 
es ja Dur auf ein Beispiel zur Erläutfiiriuig des Verfahreos ankam. 

Mittelst der Fonnel 65)» hi derselben das obere Zeichen ge> 
nommeny habe Ich xuerat i^Amdtti: 

log » = 0,4699172; * . 

dann ergaben sieb mittelst der .Formeln 60): 

logra =0,3453141 
Iogjl,=0,l4:i6100 
iog«i »0^350652 

und nach den Formeln 47): 

log /i= 0,0976616 - - 

log = 0,9985227 
*og/s«0jfi976J7»; 

dann nach 61): 

log =0,1238773 
log«,«0,1474671; 
so daaa wir also haben: 

log^i =0,1238773 
log()2 =0,1350652 
log^,=0,147467L 
Dann ergaben sich mittelst der Formeln 63): 

jri=— 2,1603835 logx, = 0,3345309, 

ly^ss- 0,4226039 log^4 =0,6259335- U 

S|S=-KO,273S9II logi^ »0,4371020-1 

art=— 2,1448351 ^ , 105^:4= 0,331 3930« 

0,4793810 log^ =0.6806808-1. , , 

iss-|.0^34m . log% psO,4368264— 1 

ar3=— 2,128SÖU log =0,3281474« 

^==-0,5357017 . . Iog3,3=0,7289230-1« 
%8B-|.Q»37324i^ leg%M<Ua66096-l. 
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Dann findet man mitf tbt d)er Potaeln 

i>pV«i«+^*+%» und f^« Vl^+jiii?+V 
ferner: * 



log r, =0,3460137 



und bat also: 



. r logri = 0,3460137 

logra = 0,3463141 . 

, Mittelst der zweiten der Formeln 68) ergiebt sieb aber: 

logj 5=0,6393653—1 
and mittelst der ersten der Formeln ' 81*): 



log^sO.7084639— 4.. 

Nim ergiebt sich naeb 82): 

Ca = 308« 35'. 16",92 
and nach der ersten der Formeln 83): 

log £ = 0,3995523 -2. 

Alen Ist: 

0,43087838, 
0,02609298, 

undj weil A^^ B ist, ist folglich die Babn eine £lllpse* 
Mittetet der bekannten Formeln 



ÜB 



6= 



erbllt man: 



1 

VJ4^B){A-^b/ 

B 2 

logasB0t3020783 

log6=0,3613655 

log ^=0,7601870— 2 . 
iogj9 = 0,6616647. - 
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, hh habe «neb noch die folgendeo GrOseen berecbpet : 

log . Ig ::=:0^9l3e09 - lOs 

logg^ »0,2357089—6 

die letxte Grusse nach der ersten der Formeln 80). Man siebt 
bierene, wie klein ' die Griieeen sind, von detoen hier die Loga^ 
rithmen angegeben worden sind» was wir biet namentlieb mit 
Ueksiebt auf die Gl^ebnngen 45) bemerken. 

Die weitere Fortsetzunij dieser Rechnungen nach den oben 
entwickeltet» Formeln würde für den Zweck, den wir hier durch 
dieselben zu erreichen beabsichtigen, überllüääig sein und zu viel 
Raum in Anspruch nehmen. 



lieber die scheinbare Bahn eines sieb um die Sonne 

bewegenden Wekkorpers« 

In Bezug auf ein beliebiges durch die Sonne als Anfang ge- 
legtes rechtwinkliges Coordinatensystem der a:yz halten wir be- 
kanntlich für unseren Weltkiirper, dessen Coordinatcn in diesem 
Systeme zur Zeit t durch x, z bezeichnet werden roÜgen, die 
folgende II Gleichungen: 

fr 

imd w enn nun zu derselben Zeit in demselben Systeme die Cf»f>r- 
dirateri der £rde durch l\ Z bezeichnet werden, oo ist ganz 
eben so: 

TbttllXZlX. » 
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TA V 


= 0, 


















+ 




= 0, 


f a^z 






= 0. 









Bezeichnen wir jetzt die Entfernung des Weltkorpers von der 
Erd« durch q, und die 180^ nicht übersteigenden Winkel, welche 
die TOD .der Erde nach dem VVeltkrirper gesogene GesichtsHnie 
mit den positiven Theilen der drei Coordinateoaxen einschliesst, 
durch B, xa, ü; so Ist Dach der Lelire Ton der Verwandlmig der 
Coordioateo offeobar: 

a? = Ji + ^cosö, y =z Y -{■ Qcos (ä , z =: Z-f^cosÖ. 

Besehreiben irir aber ttm die Erde als Mittelpunkt mit der. LSii> 
geneinheit als Halbmesser eine Kugelflache, und bezeichnen die 
Coordinaten der Projection des WeitkOrpers auf dieser KugetflSche, 
nSmltch die Coordinaten des Durchschnittspnnkts der von der Erde 
niteh dem WeltkSrper gezogenen Gesicbtsünie mit der in Rede 
stehenden KngelflSelie, in einem dureb die Erde als Anfang ge» 
legten, dem primitiven Systeme parallelen Coordinatensysteme 
dnreh jr« 9, f ; so Ist offenbar « 

3) . • • r=co5d, i)=scoso>, f = cosu; 

also naeb dem Obigen; 

wofjoi man rücksichtlich der Coordinaten %, t), } zu bemerken liat, 
dass nach 3): 

5) jf«+i|« + |«=l, 

folglich 

und 

ist 

Ans 4) folgt: 
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•bot 

und weil imo oach I) and 2) 

a(« a«« Vß^^r^y* 

a/« af2 ~" Vii' rV ' 

dh a^ _ / z ^ \ 

a*'"a<* v.Ä»~r3/ 

lA» so ist: 

1 a<* rV' 

also, wenn man die in diesen Gleiehnogoo vorkommettdctt sweifea 
DUferenCialqaotieDteD eotwickeU: 

Wenn man diese Gleichungen nach der Keibe mit 

«3 •«''^ 

'»"^Ä* 'S?""^»' 

molüplieirtj und denn su einander addirts so erhält man die Gle&> 
changt 
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Nach 4) Ut: 

also nach 9): « 

a^t^.^a^an, a«<? i\ 

ako, wenn wir 



S*9 
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«bo, wmir iinid differantUrts 

Weun man diese Gleichungeu nach der Reihe mit 

9Z-fF. fir-irZ» 

roultipÜcirt» und dann zu einander adUirt, 8o erhält man die Glei- 
chung : 

* 

p3r ö'n 

oder: 

+ + (jA-jtZ)|+Otr-?-*)|l ^ 
= - 1 (I, z- j r) g + (I j:~>rZ) (» T-nX) g- ! • 

Nach I. 4) atod die GrOsMO 
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^aZ „BT ^dX ySZ yöF 

ConsUnteo, welche wir durch Ki, K% bezeichnen, und daher 



dt 

.ar a^ 



•eisen wollen» wodurch die obige Gleichung In die foJgeode 
flbergeht: 

— -* Wg^, — + t (jgji — » + vgl«- - 9 jj»)- 
Setzen wir nun der Kürze wegen 

und 

'^^aräP'"8rö<a* arat^-a^ ai«' '^•'^va<*""a/ 

90 bt: 

au_ ^8^17 a^c/i _ ?5 atr, a^ a^ , 



und 
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Also wird di« obige Gieichnog: 

-C(Kt+ Kit, +K,i) 

* 

oder : 

W) 

8^ü 8»P, a»l7. , 



S. 2. 

Die Gielehnngen der Berühreoden der seMnlwreQ Belm in 
Pankte (jnf}) In dem Coordinateneysteme, auf welches sich die 
Coerdinaten x, t), ? dieses Punlctes bexieheiiy sind, wenn p, 5 
die TeHlnderlichen oder lanfenden Coordinaten fe diesem Systems 
bezeichnen, naeh den Lehren der analytischen Geometrie: 

Bf dp - B} ' 

Si Bt Bt 

Durch den Mittelpanict der Sphäre ond diese Berührende, 
also auch durch den Punkt (xtf}), lege ni|in eine Ebene« deren 
Qleicbang die ailgemeine Form 

haben wird; da aber diese. Ebene durcli den Poulct (pff) geht» 
flo ist auch 
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folglich 

iC<f - jr) + Ttf (P- 1^) + m - J) =0, 

und daher, weil die Ebene durch die Beifibrende in dem PuDkte 
0r9f) geht, nach 18): 

Aus den beiden Gleichungen 

erglebt «Ich, wean G eineu gewissen Factor bezeichnet: 

flo' diae aUo nach dem Obigen 

die Gleichung oneerer Ebene ist 

Auf diese Ebene errichte man jetst im Mittelpunkte der 
Sphlire ein Perpendikel, und heselchoe die "iW idcbt fiberetei- 
genden Winkel« welche der auf der positiven Seite der Ebene der 
jr^ liegende Theil dieses Perpendikels mit den positiven Th^en 
der drei Coordinatenazen einschliesst, durch a, ß,y; so sind die 
Gletehnngen dieses Perpendikels $ 

cose cos^ cosy' 

and nach den Lebreu der analytisciieu Geometrie ist folglich 

ü} dt) Bf d} Bt^ dx 

^dt~''^dt ^di'^^dt ^ct^^t 

■ , _ I IIP ■ U »J _-i___^^„„-__ • 

cosa cos^ "~ eosy * 
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«l»o, www C «inen gewiMm Factor bezeichaet: 



cr=C(r|f-.|); 

folglich, Bill BeziehuDg der obereo und unteren Zeichen auf 
eioaoiler: 

Cosa SS 



oder, weil 

und folglieli nach 5), 6), 7) 
bt: 
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COsa=J: 



21) . . <co«/js+ / 



v(i)"+@y*a)' 



89 ^ 



V"©-*(l)'t(D"' 



22) . . / eos/Jad: 



cosy=db 



^^^"""air 



Den Ponkt, In fvelchem von dem vorher betracbCeten Theila 
Perpendikels» welchem die Winkel /?>y entsprechen» die 
Oberflicbe der Sphäre geschnitten wird, wollen wir von jetzt an 
den pemtiven Pol des darcb den Mittelpunkt der Sphäre und die 
Beffibrende der scheinbaren Bahn in dem Punkte (jrt^?) derselben 
gelegten grwssten Kreises der Sphäre nennen. Die dritte Coor* 
dinate dieses Pols Ist offeDba? cosy, und da diese Coordinate 
unter den gemachten Voranssettungen nofhwcndig positiv ist» «o 
sieht man» dass man In allen obigen Formeln die oberen oder «a« 
teren Zeichen nehmen moss» jenachdeoi die Grosse 



a^ 



positiv ede? negativ Ist. 
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Die Gleichung der Eheno des Krümmuogskreises der «cheiii- 
bareri Bahn in dem Punkte (xt)}) derselben ist bekanntücfa nach 
den Lehren der analytischen Geometrie, wenu immer 5 
veränderliclieu oder laufenden Coordioaten bezeicboeu: 

'/dxBJt> Btj ] 

Bezeichnen wir die ISO'^ nicht übersteigenden Winkel, welche 
die von dem Mittelpunkte der Sphäre nach dem Mittelpunkte des 
in I\ede stehenden Kriiraraunffski t ises , vrelcher naturlich immer 
ein Kreis der Spliäre ist, hin irczoi^ene Gerade, die auf der Eigene 
des Krumrouns^skreises senkrecht steht, mit den positiven Thei- 
len der drei Coordiuatenaxen einscbües$tj durch «1,^1,^1; so «»iad 

cos Ui cos ßi €08 yi 

die Gleichangen der in Rede stehenden Geraden, und auf gani 
Shnliche Art wie im vorhergebeoden Paragraf>hen findet man nU 
.BeaiehBOg der oberen eder anleren Zeichen auf einander: 

24) 

cos ctg I 

Bt ' Bt^ ~ 8/ • Bt^ 

cos ^1 = 

3? ö^r ar . 




,BtBß''Bt'Bty na/ ci^~ü/ a^v W'ö^»■"a/•a^äy 



3{iO Utters: Veöer die üesUnununy der Bahn eines Weltkörpers 

cos fi S= , 



wo man aocb beaierken kann» das« 

/dt d^ atj avv ^ ?!?Y . /"J ^ ^ 
l^ä/p-a/a/^y +Va/a^~'a/a/«y + var ar 'S?/ 

=l(l)"+®)"t©"il(S)'+(ä)^©)"l 

a«r ar) a^ ^ a^j • 
a^ a/a+a/ a<« "•"ar a/ä) 

ist 

Die dritte Coordinate des Mittelpunkts des Krümmungskreises 
hat offenbar gleiches Vorzeichen mit cos/]. Liegt nun der Mit* 
telpmikt des Kruminaugakreises auf der positiven Seite der Ebene 
der jrt^, und ist also eony^ positiv, so raaaa'maa In defi obigen 
Formeln die oberen oder unteren Zeichen nehmen» Jenaehdem 
die 6r«lMe 

ar a«tj at? a«jr 

positiv o^er negativ ist. Lies;! dagegen der Mittelpunkt des 
Krümmungskreises auf der negativen Seite der Ebene der jri), und 
Ist also cosyi negativ, so muss man in den obigen Formeln die 
oberen oder die unteren Zeichen nehmen » jenachdem die Groase 

negativ oder peeltiv ist. 

Bezeichnen wir den scheinbaren Halbmesser des Krümmung;»- 
kreises, welcher offenbar immer ein spitzer Winkel ist, durch 
so ist 

cos ^ = cos Q cos cos m cos^ -f cos ö cos y^, 
also Bifib 3): 

cos^ «s jr cos Ol -i- 9 cos /}t f « 

und folglich mit derselben Bestimmung wegen der Vorseichea 
wie vorher nach 24): 
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25) 



oder : 

26) 
cos^ = 



kfr^j ^ a^ SHy /Bn a? ?!»Vj_/aj a«£ ar a^y* 
1r va/'a/'-a/ a/v "•'l.a/ a/^'^a/'a/v ^ va/ ~^ a/ a/v 

Weil nach 5) 

ist. so kann man lieo Zähler von t^inJ^ auf fblgende Art aus- 
drOcken : 



( 



r an a^y 



ri*+»Hrt<+(ä-rp-aräi^; 
^ /aj a»ir ar s^y 



at) a^? a? a«n\' 



/a? a^ ai: a^y 
^^Vara^^-ara^^y 

^ /at a«i) av a^^y 

/at) a»} a? a«9\/^ 
""-*^U • ai»"" a 'S?; U ö?""ar a>J 

/aj a»r ar 8i> a%f\ 

/ar a«t) a« a«jr\/at? a»? ai a^i^x 
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388 Gruu§rt: Mer di§ ButtnmsMtaf der ßaAm €in«f WeUkärpm 

and erhält hieraus zuerst ohne alle Schwierigkeit ffir diesen 
1er den folgenden Ausdruck: 



.1^^ ?!? ^^ ,/^^ £!£ ^ 

?i ?!!^-_^_? ??£^,^ 

also ferner den Auadrnck : 

' a^n a^T ar ajr , eil Ol a«^,, 

foiglicb nach 6) den Aufdruck : 

nnd daher nach 7) endlich den foigeodeo sehr einfachen Anedniek: 

IS)'*©'*©!- ■ 

Also ist : 

27) 



A / /ar a^" at) a^^y /an 35 a? ^ v bx ö*?\«' 

if va ai» bi^J ^Kbi Bi^'^bt bt^J ^Kbi'bi^^bi'S^J 

folglich nach 25) c ' . 

28) 

taug ^ = 

\Bi '^"bt'b^/ ^\bC bt^~bi aiV '^\S'bi^''bi b&J 

oder : ' 
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29) 

wo immer dieselbe Beefimmnog wegen des Vorselebens gilt wie 
. Torber. 

UitteUt leichter Recbnung findet man: 

- j.^ ^j.^ 

vod folglicb« weoD man 

eos^i = cos ttcos «1 -|- cos /? cos /7i -|- cos y cos fx 

setzt, wo die Bedeutung von dem Obigen leicht von eeibet 

erlieilen wird, nach 21) und 24) : 

3D) 
cos = 
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wo eine Bestimmung wegen de« Vorzeichens nicht weiter gege- 
ben werden soll, indem wir hier nnr die aus der Vergleichung der 
Foranelii !27) nod 30) sich unmUteLbar ergebende Gteicbimg 

31) ...... . sin^aseos^i* 

ableiten woUten. 

Nach 28) iet: 
oder nadi 29:* 

-M(i}'+ey*(i)v-'^. 

mo wegen der Vorzelcheo die folgenden BeetimmnngeD gelten: 

Wenn der Mittelpunkt des KrüniniuDgekTeieee auf der positi- 
ven Seite der Ebene der j:t) liegt, so invss man das obere oder 
untere Vorzeichen nehmen, jenaebdem die GrGsse 

l^tlT oder negativ ist; wenn dagegen der Mittelpunkt des Kriim- 
mnngskreises auf der negativen Seite der Ebene der j:t^ liegt, so 
mnss man das obere oder untere Vorzeichen nehmen , jenachdero 
die GrOsae - 

negati? oder positiv Ist 

Nun ist aber nach 11) 

\^ ' ö«~ »• &^)^\& • " S • aiV ^ \a/ a<« R • 81»^ 



9 
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aus drei geeemUrtttken BeoäatMimfin* 385 

also nach 4): 

/an ai a^\ /af ^ a^\ /a^ a^ a^ m 

'^l.a/ • a/2 a/ ' a/ v+*^ (^a/ * a/« " dt ' dt^j dß'^dt dt^j 

Folglich ist nach dem Obigen, mit derselben Bestimoiung - 
wegen des Voneichens wie vorher: 

*.t(g)%e)%e)v«.^ ■ 

Führt man jetzt in diese Gleichung für * 
B} Bp dx B} btf dijt 

^äi^^S' ^»""'S* 'ST""^ 

Ihre aus den Gleichangen 21) sich ergebenden Aosdrficke ein« so 
ergiebt sich Folgendes: 

Wenn die Grösse 

Bt) Bf 

positiv istf so ist 

= ^'(^ — ^} « + Fcos /5 + Z cos y), 
mit derselben Bestimmung wegen des Vorzeichens wie vorher.- 
Weiui die GrSsse 

a^ ajr _ ' 

negativ Ist, so ist 
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mit^dmelbe» Besrtiminuiig i^egeo des Vorzeicben« vorher. 

Bezeichnen wir die scheinbare Eotfefnung des positiven Pol» 
des durch den Mittelpunkf der Sphäre und die BerfibreBde der 

scheinbaren Bahn in dem Punkte (ji)}) derselben gelegteo grllM- 
teo Kreises der Sphäre v(hi der Sonne durch D, so Ist, weil 
offenbar —X, — F, — Z die Coordinaten der Sonne ra Bezog 
auf die Erde als Aoiang «»ind, wie Hogieicb erbellet: 

cos/>= — ^cosa — -j^cosp — gcosy, 

also 

was, in die obigen GleichuDgeo eingeführt, zu dem Iblgeoden 
Resultate fühd: ' 



Wenn die Grösse 



positiv bt, so ist 

. I ©■ * ©■ + (Dl = T (i ». 
mit derselben Bestimmmig wegen des Vorzeichens wie vorher. 
Wenn die Grösse 

negativ kt, so ist 

nüt dersdhen Beetimmeng wegen des Vorieleheiift trfe votlAr. 



BeseMnen wir die GesckwM^fheit des WeltfcOrpeni In sei- 
ner •ehdnharen Bahn In dem Pnnfcte Or^) denetbe^ dmh 1^, 
so ist hehaikntii<At 



Digitized by Google 



1 



was zu dem folgendeu Ke^uilate führt t 
Wmi die OritaiM 

positiv Ist« so ist 

^lj)2 = :f A:«ß (gl --^ taug cos i> . 

mit derselben ßestimmung wegen des Vorzeichens wie vorher. 
WeDD die GrOsee 

$5 dx ^ 

negativ ist^ so ist 

♦ 

iita/Z^i^- i^tang^cosA 

mit derselben Bestimtnang wegen des Vorzeichens wie vorher. 

Eine weitere an sich nicht der geringsten ScbwÜBrlgkeit unter- 
liegende Discossion der Regeln weg^n des Voixelehens Ahrt nun 
aber sa dem folgenden Resottate: 

Es ist aVgeaMln 

32) . . . 0^^±k^B(^,^^^i«^ittmD, 

nnd wegen des Vorzeichens hat man sich an die folgenden Re- 
gein ZQ halten. 

Wenn der Mittelpunkt des Krümniungskreises auf der positi- 
ven Seite der Ebene der rt) liegt, .so muss man das obere oder 
^ untere Zeichen nehmen, jenachdem die Grossen 



ungleiche oder gleiche Vorzeichen haben. 

Weim d#f Mittelpunkt des Krümmungskreines anf der nega- 
tiven iSeite der Ebene der xt) liegt, innss man das obere oder 
untere Zeichen nehmen, Jenachdem die Grössen * 

aa* 
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gleiche oder ungleiche Vonelehe« haben. 

Bezeichnen wir die scheinbare fintferonng dea Weitkorpera 
▼on der Sonne durch S>, ao ut 

und die Gleichaog 32) wird abo: 
oder 

Setien wir aber 

n 

33) ^ = cos D + ti sin J) 

und der Kürze w egen 

/:'tang//co8/> 



34) C=z 



ao wird die vorstehende Gleichung > wie man leicht findet: 



eeaj) + uai^l^ ± 1 1 - 3:1:^3515^^ 



also: 



1 . ^, _^ cosX&+tisinD. 

oder: 

1 sinID' 



Wir wetten mm äeigen, wie man sieh der im VeiheigeliMidmi 
entwiekelteo Fermehi aer Beatimmang der waiireli Bahn d«i'W«ll> 

iLurp^ra bedienen kam. . < ■ . 
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aus drei geuceninscheH äeoöacMm^en, 389 

man sich im Besitz einer grösseren AnzaPil durch kleine 
Zeitintervalle fco einander getrennter lieobachtungea des Welt- 
kOrpers befindet» so kann man immer mittelst der bekannten In- 
terpolationsraethoden, iihcr die natürlich hier nichts weiter su sagen 
ist« die scheinbureo (Juordinaten 

im Allgemeinen als Functiorjen der Zeit t darstellen, mit desto 
grosserer Genauigkeit, je i^Tüsser die Anzahl der dabei benutzten 
Beobachtungen ist, und je genauer diestelben sind. Das Coordi- 
natensystem ist hierbei ganz willkührlich, und es ist ^anz gleich- 
gültig, welche der drei Fundamentalebenen, die man bekanntlich 
in der Astronomie benatzt, den Beobachtung^en zu Grunde gelegt 
wird. Denn sind überhaupt L, B die durch dio Beobachtaogoii 
liefttimmteD polaren Coordinateo, so ist altgemeiu; 

jt SS eoB$ =s eos Leos 

* 9 =eog » = ainLeoe B» 

; = cos G> sin B. 

Hat man aber anf diese Weise jr, 9, } dnrdi allgemeine For- 
mela als Functionen der Zeit t dargestellt» «e kann mao durch 
deren Diferentiation anch . allgemeioe AnedrSeke der Olfferential- 
^etlenten der CoordinateD ala Fanetioneo der Zelt I erbalten, 
wobei mao nnr bis an den dritten Dlfferentialqnottenten an geMn . 
nStliig hat 

kt man nnn aber aaf dem Wege der interpolatioD xa 
dieaen allgemeinen Auadrficken der sebeinbaiten Coordinatea 
und ihrer l>iirerentialqttotiente& bis au den dritten ala Fanctionen 
der Zelt gelangt, eo kann man mütelat deraelben diese achein- 
barea Coordinatea und ihre Differentialqnotienten för jede beliebige 
Zeit t bereebnen» Woav man abrigeoB, wie ana der Natur dieser 
Interpolatiena-Jleebnttngen von selbst hervorgeht, am besten die 
möglichst in der Mitte zwischen den Zeiten der benutzten Beob- 
acbtnngen liegenden Zeiten wählt, und findet dann durch Auflti- 
sung der drei linearen Gleichungen 13), in denen X, F, Z die 
derselben Zeit entsprechenden, natürlich als bekannt zu betrach- 
tenden Coordinaten der Erde bezeichnen, die drei Grössen A, B, C. 
Da sich nun voraussetzen lässt, dass man för die Erde die drei 
in 15) durch K,Ki,K^ bezeichneten Constanten kennt*), so kann 

*) Die sar BerechniM^ dies» Csastaalea crfevdetlicban Fonnela 
■lad ia 1. 10*) aad 1. 4S) gegeben, vo diet« Coattaaten für jeiea Mie- 
bigea Weltkdr|itr darcb C, Ott besetohaet worden sind. 
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iflf Cruneri: ^ B at im mm 4€r Mh Wettkdrpen 
wm mHMitt im fm^ 17) wl» df» 4er Ml I MlppuMlftiiileB 

Werth, des Differeati{Ui|uotienteQ t^ercGboon* 



Weil nun nach 12) 



und folgtt«^» weil ferner nach 12) 

iet» wenn man inghdeh 
netilj 



• 1 



«) S=»-l{^ + 2^). . 

ndttobt welcher Formel die Entfernung r des WeltkCrper$ von 
der Sonne zur Zeit t berechnet werden kann. 



m C^^i^CJ-^Bä)' 



«tttnlat irelelMV Formel nun andi die coiihrle £»|ferMiiig ^ 4m 
Wallklävpf r# Ton der finde nur Zeit t gefwideU. w<«rd<» htm* 

FOYirt man In diese Formel den Werth yoo ^ aus 37) ^o« so 



mittelst welcher Formel ^ iiuabhängig von r gdnnden wird. 

Beselchnet endlich K die wirkliche Entfemnng des WeMäH- 
pere von der Erde «ir Mt ^ so bt offenbar: 

dO) Hasfse^sB» 
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wo B mittelst der au» dem OiilgßD belnipteii Formel sioBssf 
gefanden wird, ^eaa diese €lrO««e oicbt scboii bekanot sein sollte. 
Aach ist offeobar: 

mittelst welcher Formel H au$ } und q leieht gefenden werden käüu. 

Die weitere Berechiiutiij; der Elemente der Bahn braucht nach 
den im zweiten Kapitel gegebenen ausführlichen Entwickelungen 
natürlich hier nicht weiter erläutert zu werden. 

Wenn nur drei durch nicht grosse Zwischenzeiten von ein- 
ander getrennte Beobachtungen gegeben sind, so kann man nahe- 
rungsweise den, durch die den drei Beobachtungen entsprechenden 
Projectiooen des Weltkorpers auf der Sphäre bestimmten Kreis 
der Sphäre als den Krütnmungskreis der scheinbaren Bahn in der 
mittleren der drei in Rede stehenden Projectionen betrachteo^ 
welches die Gruiulansicht ist, auf der die ganze foljgende Metbode 
der Bestimmung der wahren Bahn beruhet. 

Wir wolleo die den drei BeobaehtnngeD entsprecbenden 
•cbelDbaieii Coordioslcn des WeltfeSrpers dureb 

bezeicboeii. Sind die dercb die Beobachteigen bestimmten po- 
laren Coordloaten des WeltIrSrpers 

60 ist: 

!jc =cosL CMßf 9 sssinli cobB, | sssiofi; 
. .p^szcoaL^cosBi, =ßinii€os-ßi, jA = sini?ij 
( — cosliseoeifs, i^a^^^nL^eesBa* fs&aeinj^. 

Bezeichnen wir nun die Gleichung der durch die drei Punkte 
(W)» O^i'^ilj)» (XaVaH) bestimmten Ebene des Krömmungskreises 
der scbemiüaren Babs in dem Punkte Oc^i^iii) derselben durch 

Ai^ + Bp + C5 + E=:0, 

80 ist: 
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woraiu «icli l«icht ergiebt, da«« immer 

A =: — - H) — — J) — h)» 

E= fOcii^--ihJri) + hOt«<^--W)+)t«(Wi— IIA) 
ge««(st werden kann« wobei man auch noch su bemerken bat» daes 

E==~(Ajc +Bi> +Cf) 
« — (A;ri + BVi+Qi) 
= -(A;ca + Bi^ + CH) 

ist, «o d«M also E immer aue A, B» C leicht gefoedeD werdw 
kaon; und fifbrt man diid in diese Anedrfleke för die ecbdobareo 
Ceoidinaten ihre ans 42) bekannten Aoadrflcke durch die fmliaeb- 
teten pelaren Coordinaten ein« se erhSlt man nach leichter Rech- 
mmg die folgeoden Fcrmeln : 

As:-*2einX ces0 iA^\{Bt^B^eM\{Bt-\-B^ 
— 2am Li cos ^m Üß^^B) cos 4* B) 
— 2 efai Zg^coB ^9 sin i (i? — ^1) cos + 

Bs5 2coel^ ceeB elni(B,— Ba)co«Ui?i -f-i?^ 
-I-S cos X<| f!os Bi sin \ (ß^ --B) cosU^-f ^) 
-f 2 cos £2 cos B^ßin i (B^Bi) cos i (B -^ßi), 

m 

Cs sln(L — £/,)coeB cos 
-|- ebi (Li— cos JBt coe B^ 

+ sin (JLj — L) cos ^ cos B, 

E = — sin(Li — ly.JsinZtcüsi^iCosÄj 
— ein (Lj -^LyewB ein coe 
—sin (X» — £i|) cos B cos Bi sin jS'».* 
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BflMiefmw wir die GieichMiigwi iler vmt dtm Blitld|>wilite der 
SpliiTO mf die Bliene dee RrftnoHingeiveisee eeokreehl geao ge e e e 
Gemdeo durdi 

C08 ^ COS fi COS y * 
•e let nach deo Lehree der aoalytiseiien Geometrie: ^ 

A B 

cos iL cos ^ CÜ8 V* 

woraue man mit Hfilfe der bekannten Gleiebong 

CO«il* + CO»|4* "j- C08V^ = 1 

•ogleich die folgenden Pormeln erbSit: 

' A 

c 

con v= 1: y ^a^ßa^^» 

In denen die oberen und unteren Zeichen sich auf einander Imieben. 
Mit man 

45) cos X = cos 6 cos Sl, cosfi = sin ^ cos i^, cos v = sin ; 
•e lel: 

cas u taiiiiii cos V tanu-U cos v 



tange = 



cos "bos^ cosi' sin@ cosf*^ 



and anr Berechnung von B' und 'A hat man aleo-naeh 44) die 

felgendoi Formeln: ' ^ . * 

■ 

B CG 
46) « . tang ^ = ^> tang ^ » 2 ^ ssgiinO*). 



*) Bs goangt bierlwi, fär ^ den einen swi^eben 0 und 180* Ue- 
genicB Wofth dieses Wbdcele an eelien, welcher der orü^i CHeiebnny 

in 46) genügt, und dann für Q die zwei zwiecben 0 und 840** liegenden 
Werths dieaee Winkel«, welche den swei letzten Gleichnngeo in 48) ge* 
nngen. Bezeichnet aUo 6 den einen in Uede stehenden Werth von 9 
und A die beidea In Bede «teheodea Werths von so i«t eigentlich 2 , 

» 

ceeil = cos6eOBA, cos^^sindsosA, «esf csamA- 
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w^mß^fft^l^m doich Mgf Vi» ^» ftii UM m dcfoi ' lliali 
die Gleicbangeli: 

ami denen eich »elir Ulebt die folgeedeo Fonneki ergeben : 



' AeMl-|-BcM(i-|-Ccoa*' 
47) ...<»,=! - 



cos ju, 



' BE 

99 J .p p 9 ♦ 



A COS il -f B COS ^ -f ^ y ' 

^ E cos V , 

Aeoei-fBeosfi-l-C cf« v * 

oder« wie man leicht findet: 

^ _ AE 

^ **"-""a*+bhC*' 

CE 

Ann dem Voraelehen von S| erglebt eich nnmlttelbar, ob der 
illtteipmi|(t dfe Kltomftngabft ieee anf dar poaltlveii oder auf der 
negativen 9niln der Ebene der Vm^ * 

Bezeichnet, wie früher J, jetzt den scheinbaren Hold- 
messer de«^ KrCimniungskreises, so igt, wenn man in (^en folgendoo 
Formeln daa Zeichen immer ao nimmt« das« cos^^ positiv wird: 

48) * • eoa^t ^l^iCoaX.-l-^iCoaft-MiCoav 
oder: 

Durch den Mittelpunkt der Sphäre, deo Punkt (Xiü^iii) und 
daa dnrefa den Mittelpuokt der Sphäre gehende Perpendikel auf 
der Ebene des KrOmmungekreiaea, deaaen Giekbnngea nack 4eai 
Votherg e htadaa ^lekanntiich 
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aits drei geocentriuAeH BwöacUungm, . 

COS X cos fi CU8 V ^ . 

•ind, 1^ man eine Ebene« deren Gleidrang 
eein mag; eo iet: 

cos il -|- Bi cosfi C| CO« V s= 0; 
wonme eicb leicbt ergiebt, dass 

r Ai s= 9j eee y — f I coe fft» 

ÖO) . . . . , { Bji== ;^co«vl-~;r^co8v, 

' C^sjTiCoef»— 9ieoeil 
gesetzt werden kann. 

Die Gleichung einer dureli den Slittelpanlct der SpUre nnd 
denPnnkt (Ti^fi) gehenden^^enf der TorlieigeiHMden fikeiie^enlK 
redil etebendeo Bbene «el: 

woraue s|db ieiclit ergiebt, dass 
öl) j» = Ci>i-Ai|,. 

felgiieh nach 60): 

A= fc*+^Hh*) cesi— /Cgr^i coe i -1- «I ccpi» -f h ceetr), 

friHt^iHf I*) cw ft--f)»4 cos A -f cos ;4 + j 4 cos v), 
*=feiH%N**)ee» liOCi coe A 4- % eoei» -|- ^ co« v); . 

also, weil lictoiotUcb 



*} Welche Zdehen hi d«a Fonneinfür cosA, cot/i, cos ¥ 
wcidM» Irt hkthtl ^ fn Felgwdpn gaw gMcMK^ 
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^ ü runer i: Veäer die Beatimmung der Baku eines Wel/körpen 
ist: 

I J|=C08 i — jr^CTi COS A-F Ih C08fi*f Ii CM v), 

S2) . . < 3$ =cos — cos il -1- 9| cos -f }| cos v), 
( tf = co8v— JiCJi cos A + i^iCosf*+Ji cosv); 
wo, wie man leicht mittelst 42) und 48) findet : 

63) * cos A + coö + h cos V 

sssio^t sin A -f cos(I>| — 8)cos iETi cos A 
ist; foi^ich aucli: 

54) 

Jlsscosdcosi^— cosLi ewBi {ßinßi sini$2-|-cos(X^— 8) cosi^^ coaSl), 
^ = sinöcüß^i— sinLi cosÄ, {sinÄi sin Ä+cos(L, —6)008^1 cosAb 

«9 sin. A^sIpi^ilsiD J3t«>n ^ -i* (ii — ^) 4t oep A} s 

welche Formeln mau uocb auf verschiedene Arten traosformireu 
könnte. 

Die Glfllciiiiiigeii des auf die vorhergehende Ebene In ä^m 
Mltteipunirte der Spb&re errichteten Perpendikels sei« 



cqsV cosia' cosi^ 



so Ist suf ganz ähnliche Art wie ?ofher, mit Besiebung der oberen 
und unteren Stolchen auf einander: 

cosy' sJ: 



oder: « • • r ■ 

66) , . tange'=:j^, taogÄ' = jcosO' =^8inÖ' 
und 

97) cesjl'ssoss a'cos A',cos|»'s=:sin&' cos A'.«osv'sssio S^'. 
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Für den auf der positiven Seite der Ebene der xtf Hegenden 
Theil des so eben betrachteten Perpendikels ist cosv' offenbar 
positiv» und sollen also die Winkel l', jtf, v' sich auf diesen Theil 
unsers Perpendikels bezieben, so mm» man in den Formeln 55) 
die oberen oder unteren Zeichen nehmen » jenachdem ille Grösse 
ft positiv oder negativ ist. Dies vorausgesetzt, ist nun, wenn Di 
jetzt för die z^veite Beobachtung ^anz dasselbe bedeutet wie D 
in $.4» und Ai, Z, uih! die Coordinaten der Erde zur Zeit 
der xweiten Beobachtung für die Sonne als Anfang und iiire Ent- 
fernung von der Sonne fiir dieselbe Zeit beseichnen: 

— Xi C09 k' -\- Y i cosfi' -j- Zi cos v* 
0Q[| « • ces»f|S5s*— ^ ' H ' '» 

mittelst weleber Fomel A gefunden werden kenn« indem die 
Grossen » Fg » Z| imd natfirlich als bekannt 
sind. ' 



Durch Interpolation wird man nun aus den drei Beobachtun- 
gen leicht allgemeine Ausdrücke der scheinbaren Coordinaten 
durch die Zeit, und -daraus dann die Werthe der Differ$ptial- 
quotienten t 

at?, aji 8»ri 

beredinen kOnnen. Dann kann man aber auch die Geschwindigkeit 



berechnen und die Vorxeicben der Grftssen 

bestimmen. 



wir endlich die sebefaibare Entfemong des Welt» 
kSrpers von der Sonne nur Zelt der nwelten Beobachtung dureh 
1^1» so Ist 

«9 . . . . «.^=_*a+^^i±^, 

und wir hal>en also jetzt alle Data, welche erforderlich sind, um 
fttr die swelte Beobachtung die Gleichungen 

/V ifc^tang^i cos D l 



308 Gruner t: Veber die Besümmung der ßakm eines Welikörper* 

Aw der leftite» 61«lchaog» In die naa nocb auf äbnlidbe Arl 
wie in IL g. IL «ioe neue mittelst der Formel 

1 

itt be?5timmende, zwigcben 0 und 1 liegende unbekannte Grösse 
f?! einführen könnte, was wir, als keiner ^Schwierigkeit unterlie- 
gend und aus IL §. 11. bekannt, hier nicht weiter erläutern wollen» 
findel maa u^, und dann ^4 usd rt mittels^ der FarmelU: 

1^1 = ^1 (cos 3Di f«! SHI Dl), 

Wie man hieraus «weiter die Elemente findet, ist bekannt it&ä 
braucht nicht noch einmal von INieuem erläutert zu werden. 

A n b a n g. 

Mittelst einiger Rechnung und Zeichnung kann man beur- 
tbellen, ob zur Zeft der zweiten Beobachtung die Entfernung des 
Wcitkdrpers von der Sonne grSeeer oder kleiner war ala die Ent- 
fernung der Erde von der Seanei 

Zu dem Ende nehme ich an , dass man aus den gegebenen 
acbetnbareo C»erdhiaten 

1f$ Vf 1; Xu 9i> h f X» 9ai Ii 
de» Weltküiper» die Grdseeu A, B, C nüttalat der Formeiu 

# 

Bs ^ (Af -|'B9-l-C|)as^Alk4B9a-fQi)ss-(Ar«-f B9^+Q^ 
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aus ärei imcemritekm ßmn^acMümgen* • 

« 

iMvedmet hdbe^ wa* efii«> Sckwieiigketl »iehl onterMef^ 
Nach III. 47'') lat 

wnd 5i ist a!.*to pdsitfv 0(1<»t tieirativ, d. h, IVtfttöffwnkt dea 
Krümtnung^kreises liep^t hut der positiven o<iet iw[jativer< Httite 
4ef Ebene der jri;, jenacbdem die Gro^see D imd £ uagleiebe oder 
gleNibe \mzeickm haben. 

Nimmt man mn In den Formeln 44) die oberen Voraelelien; 
waa belmnntUch veratatiet iat*)» ao lat nacii 62)» wie man leielif 
findet: 

A~(ATi-fBtii + CH)r^ 
VA«+BHC« ' 

B^(Ayt-fByt-fCh)i;, 
V A«+B»+C« 

atap naeh dem Obigen: » 

A + En ^ B+i5i_ tf C+E|, . 

-^^A^-f-Bi-l-C*' VA*+ft«+C«' "VA«+B«+C>' 

und ^ 18 1 also positiv oder negaitv, jenadKie» €-^£|| 
oder negativ ist 

Nach SS) and 68) int ^ 

coaDi=-f-— — 7 — 9 

r 

also nacli dem Vorhergehenden: 



coa 



wenn man die oberen oder unteren Zeiehen nimmt, jenaehdem C 
d.h. nach dtm Obigen C4E^, poeltiv oder negativ iat Folgileh 
hat CO01>| mit der Gr&aae 

A Ax 4^ ß + CZ^ + E(Äix» + + 



*> M. i. dl« Nota anf aSM. 
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ungleiches oder gleiches Vorzeichen, Jenachdem C -f positiv 
oder negativ ist. 



Mit Holfe der seheinlNireD CoordinateD 

oder besser mit Hülfe der mehr ab bloss drei Beobachtungen 
entsprechenden gleichnamigen scheinbaren Coordinaten, kann man 
nun leicht eine Zeichnung der Projectioo der scheinbaren Bahn 
auf der Ebene der jft? entwerfen. Verbindet man dann die End- 
punkte der Coordinaten Xi u'*d mit einander durch eine Gerade 
nnd zieht durch den Punkt (Xil^i) eine Berührende an die in Rede 
stehende Projection der scheinbaren Bahn; so kennt man in den 
trigonometrischen Tangenten der 180^ nicht übersteigenden Win- 
kel, welche die auf der positiTcn Seite der Axe der jc liegenden 
Tbeile dieser beiden Geraden mit dem positiven Tbeile der Axe 
der X einschliessen , die Quotieuteu 

~ und 

nnd wird nun auch leicht aus der Zeichnung die Voraeicben der 
Differentialquotienteo 

•pkeBnen und entnehmen können. Es ist aber 



8 



Q«d 

worans man sieht, das« die GrOaaen 
raapeeHva alt den Oiferaatiakiiioliaoteii 
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0U9 drei geocentriuken beodacMungm. ^ .40t 

jederzeit er'eiche Vorzeichen haben, und dass also aiich^die Vor- 
zeichen der beiden in Hede 8tehenden (irössen immer leicht ail0 
der entworfenen Zeichnung erkannt werden können. 

(Man hat daher oieabar jetst alle Data» welche nach III. er- 
forderlich eliidt am in entscheiden, welchee'Zeiclieto In der Gleichung 

QiViJ = ± — j.|a^ tang z/^ cos Z)|. 

in weichet tang^^i jederseit peeitiv Ist» genoimen yrerdeo iniiss, 
und auch ein Kriterium cur Bestinimong des Vorzeichens von Di, 
so dass «ich also auch immer wird be^timroen lassen, ob Ti 
grösser oder kleiner als I2|, d« h. ob zur' Zelt der zweiten Beob- 
achtung die Entfernung des WeltkSrpers von der Sonne grösser 
oder kleiner als die Entfernung der Erde von der Sonne ist. 

Hieraus, in Verbindung mit III.» ergiebt sich der folgende 
merkwürdige Satz: 

<I) . . G und E haben ungleiche Vorzeichen. 
Wenn die Grössen 

C + E|„ 

kXi + BFi + CZ, V E(A,ri + I'iDi + Z,?J 
gleiche Vorzeichen haben« so ist '-.•'.:>•- 

W\<^ oder ri>J^» 

jenachdero die Differentialquolienten 



ungleiche oder gleiche Vorzeichen haben. 
Wenn die Grössen 

C + Eh. 

kXt +ß.Fi +CZi + E(Tijr, + Fl Vi + Z,ji) 
ungleiche Vorzeichen haben, so ist ^ 

r, >Ä| oder r, <l^» 

jenachdem die Differentialquotienten 

ungleiche oder gleiche Vorzeichen haben. 

26' 
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(II) . . C nad fi hallen gleieli* Vorsei«li«ii« 
Wenn die Grössen 

C + E|,. 

gleiche Vortelcheo habeo, eo iet 

^ ri<^Ri oder r» > Ä| , 

Jeeeditteni die DMbrentialquottetiten 

»Ct) ^ •©) 

gleich« oder ungleiche Vorzeichen haben. 
WeuD die GrOmen - 

C + E|i, 

nnglelelie Torxeiehen beben, so ist 

rt>i2| oder ri<|{i, 
jeDachdem die Differentialquotieuten 

gleiche oder ungleiche Vorzeichen haben. 

ScboD Lambert hat in den Mdmoires de Berlin. 1771. 
352. Untersttcbuiigeo aber diesen Gegenstand angestellt» die 
ich aber fär wenig genügend halte, indem Ich Tielmehr ^er HeS- 
nong bis , dass der Sats allein In seinem obigen Ausdmcke auf 
vClIige Strenge Anspruch machen und in der Praxis von Nntsen 
sein bann. 
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Literarischer Bericht 

cxv. 



Cieschichte und Literatur der Mathematik und 

Physik. 

Almanach der Kaiserlichen Akademie der Wissen- 
Bcbaften. Siebenter Jahrgang. 1857. Wien« K. iLHef- 
und Staatadmckerei, (Braumfiller.) 8. 

Wir haben im Arcliiv schon mehrmals auf die Wichtigkeit 
dieses Almanachs, hauptsächlich in literar- historischer Rücksicht, 
für die mathematischen und phy&ikalisschen Wissenschaften hin* 
geiviesen. Aber auch abp^esehen hiervon enthält derselbe in allen 
Jahrgängen sehr werthvolle wissenschaftliche Beiträge, wovon der 
Torliegende Jahriraii» wieder ein selir ei freuliche« Zenfrniss ablegt. 
Zunächst liefert der ausführliche Bericht des General - ^Sekretärs, 
des Fl*»rrn Prüf. I >r A iiton Schrötter, ein sehr anziehendes Hild 
von der weitverzweigten Th;iti!?!ieit der Akademie sowolil im All- 
gemeinen, als insbesondere ilirer mathematisch - naturwissenschaft- 
lichen Klasse, wobei zwei verstorbenen Mitgliedern der Akademie: 
Franz Adam Petrina *) in Prag und Jobann Nep. von Fuch» 



. Ty FrmaB Adam Petrina, der dem Kre»«« JlrehiT«.iüber «Ivfrt 
all Ton Facha,, vard so SeniL, fineia cedii«cbeir Slfi4ielMM im laa^ 
ibttHtlaiNr Kf^ie:BfihMiii am 24« December 1799 m\k €i» Ma aiaea hi 

•Ail4tig9n..Veriiftl(ni8sen lebenden Scba«ld«ra, dafr afftlbr 'te' GMcbift 
••bie* Webers und Garnhäadlars betrieb, geborea, «ml) aeh^mif; 'moI», 
mit den scbwierigcten äusseren Verhältnissen kamp^nd . diircJi eiserneh 
Fleist und rastlose Thatii^keit bis zu der Stelle als Prufessor der Phy- 
sik an der. Prager liiiiversität , wozu er mit Allerhöchster KnUcbliessnnfj 
vom 27. Aag*AäAi^.«<oaaol wurde „empor , nachdem er «ait-dam MwAag« IMir 

TU. XXIX. Eft. a« s 
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in Mflncben« ein sehr ebrenvolk» IHnkiiMl gmisi «M. Mit 
beflonderem Danke totes ansnerkeniien, dam Herr Prof. SckrUt* 
ter in diesem Jahrgänge die Mlilie niclit geecbeaet bat, die voll* 
aündigen TItei aller von der Akademie in dem Zeitranme, wmi 
weichen sieb dieser Bericht besieht. treruffentKchten Abbaodian- 
gen auf S. 82 bis nach den GegenstSnden geordnet» mit- 

sntbeilen, was den literar- historischen Werth des Almanachs in 
jeder Beziehung su erhöhen geeignet ist — Ausser dem Bericht» 
6m General -jSekretSra enthalt der vorliegende Jahrgang noch die 
Rede des Plrisidenten der Akademie, des. Herrn Freiiierrn Dr. Ad- 
dreas.von Baumgartner: »«über das mechanische Aeqsl- 
▼alent der Wftrme und setne Bedeutung in den Natur- 
wissenseharten"» die diesen so bedeutungsvollen und in der 
Wissenschaft Epoche machenden Gegenstand wieder in so flberaus 
liditvoller und jedem gebildeten Publikum allgemein verstindlidier 
IlfiTflse anr 4"Mbaming bringt* dass wir dem Talent des bschvev» 
ehrten Verfassers in dieser Beiiehung nur von Neuem unsere 
lebhafteste Bewunderung hallen sollen kOnnen *), In social »poli* 
tiflcher Besiebung sehr Interesssnt, aber dem Kreise des' Archivs 
etwas feroer stehend» ist auch die Rede des Herrn Regierungs- 
raihs Ritters von Burg: M<iber den Einfluss des Maschi- 
nenwesens auf unsere socialen Verhiltnisse**, die den 
rerlietenAen .Jahrgang in sehr wardiger Welse sclilitsdt. 

Annuftire de rAead^mie Royale des sctence», des 
Jettres et des beaux-arts de Beli^ique. 1856. Vingt- 
deoxi^me ann^e. Bruxelles 1^(>->1857. Viogt- troisiöme 
aoDöe. Bruzelles 1857. 

• bem vorher angej^eigten Atmanach der k. k. Sstsrreichisciieii 
AkalemU der Wissenschaften schliessen sich in wfirdiger Wels0 
die beiden neuesten uns vorliegenden Jahrgänge (I85ft und 1857) 



Pr«ife«Mir der Plijrtik am Iijreeem ss Lim gew«m war. 8alse.Haiy[»t< 
«erdlentte aof dem Gebiete der Wieeeaeehsft gebdrcn 4er Klectrieitata- 
lehre, eom TbeU auch der Optik ao« webei er äbcrall eine durch niid 
ierch prektieehe Riehtaug Terfelgle, sad ven Mbieoi beeonaereo Taleals 
1« der Verbesserung von Apparales aad Methoden das rolmillchate Zeeg^ 
aiM «Uegle. Leider enlrit« ihn am 37. Juli 1S&6 ein «n froher Toi 
der WieteMchaft im 5r«ten Lebenigahre nach kurzer KranIfTieit ia Mitte 
einer nach allen Seiten hin anre^entfcn Thitigkeit und noeii is Teller 
Kraft interettaote» VerseichniM aller Sebfflflea Petf ina'e ISI Mf 
S. 129 bis S. 184 tnitgetheitt 

*) Wir werden diese treflTliche Rede wie ihre nicht minder ▼erSieaee^ 
lidkea Vetgängerinaen wieder im Archiv« «äcfceteas mitlbeilea. 



Digitized by Google 



f 



dm 4»Ati^K«lr#^' fMnWiol» Bflg^lif« AlnulMri« d«» IlVii- 
Mii««baft<»if Iii Bi^Im«! «h, Qb^r 4a« ir|r «iwjb mA/om 9ftoK ftüii^r 
in «Dwn lUlQrariPiQbfw B«ffidit«li i9&h9V0 I*f9Ahtiebt gegebw bftbMi* 
Am»^ 4m gofrSbnlicben JWiUbellungeii Mier di« OrganitatifA und 
9«lwcbffal« 4«» Abiuleinie «ntbilt der Jahrgang ]88fi sivfl io l^ 
kawlir voflr»liltcb«r Wfica w Harra A* QnataUt fedbaatp 
^(Ü^t^en* biegr^pbi^iuqal' .fibai> a«rfd wardiaala MaUiaaiattlMi 
qa4 PIp^aUHiri die -ällan I^aaani' daa Ai^biva dorcb ihm MMm 
baka^al'i^pd: Pagaai oad Crahay« daraa viiclC jttbOii Ausga-r 
fahHp, lliWidaaa d|aaea biograpbiacbaa Notliai» heigeg^km fladt 

Gasparin Mi<;hel i^agani war geboren am 12. Fei)niar 1796 
zit 8aH-Giorgia im Königreich ^Sardinien, alä der Sobn einet 
alten und hr>ch^t achtbaren Familie. Ursprünglich zum Geistiicbeti 
bestimmt» entsagte er doch bald dieser Laufbahn und widmete sich 
auf der Universität xu Turin mit Vorliebe mathematischen Studien, 
indem er haiiptsärhÜch in Plana und Bidone treffliche Lehrer 
verehrte. „Ses etudes termiuees", ßihrt sein Biograph fort, „il 
tut nomroe provisoirenient aux fonctions de conseiller • maitre de la 
monnaie a Turin. Jeune encore, avec une imaginatioa ardente» 
il revait, comme tant d*autres, l'indepertdance de ITtalie. ßean- 
coup de ses camarades, ayant ete entraines par les affaires poli- 
tirjues, se virent forces de quitter leiir patrie. [.es affaires ayant 
chenge de face, bien qu*il ne partageat point en tout l'opinion de 
ses caniarnde^t, 11 jugea prudent de s'eioigner^ sans cependant 
avoir rien a charge, et pour ne pas les abandoiifier au moment 
du dan<j;er. II qiiitta tout: patrie, paietits et carriere; et l>ieu, 
dans sa bonte, apres uii ^sejour de deux ans en Suisce^ oü il fut 
rechercb^ et aime par tous les honinies de talent, !e condaiait k 
Üruxellea, oü U re^ut rbo«pltalite ia j»lua genereuse." 

la BrOaael ^ Privat* U^taniebt iiad gcRvaaa iwaiaud daa 
Praia M Aar BaJgMieo .Aikadainia la 4mi Jabraa 19U «ad im 
Ubaf dia beiden lalgaadaa Auf^g^kmx - 

„On sait que les lignes spiriques ou sections annnlaires sont 
' des courbcs forniees [»ar l inlersection d un plan avec la *<urface 
du solide engendre par la circonvolution d*nn cercle autour «J'un 
axe (ionne de position ; on demande i equation iren^rale de cea 
courbes et une discussion complete de cette equation. " 

„Un fit flexible et taafMnMment |>f$ant, ^tant aoapeada par 
Tuoe de ses axtremit^s k an point fixe, el aoulev^ par aon autre 
«extrimite a une baataor lat Iii on» idislanca qiitdaaoqae, ai Tod 
Tient a lächer eette seeonde aattAnili^, et ä abandanaer aiaal ca il 
• M'aiptlaa Übra de la pesantaar»' an demande iea ajppaaataaaaa de 
laaii wwwreawpt »daaa feafiaca taappaaft vhd^*^ 
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avlHifteii ' in Briml aQ^tfiHMiiMii • Im Juhre ilBS6 aniverltyr- 
< te i rt l i cbm Pti»ISMior in L4lir«ii «rnamit oml tBt% Al«'priff)Mtieiir 
Mfnair« de» scIences oftcb Lfittieli vmetst. Am^cMasB sagt 
salii Biograrph; ,,C*^ k TAgo de 43 ftfi» qu'H aibandMiii« «n qnel* 
^tte »orte hi carrUfe inatiidniathiae p«iir ae llvrer ii' des feiravaas 
d'tfn oidre iafdrleur, i|n1l tfenetiee 'li Temploi 4b briHatites qoall- 
M« ialelieetucile« |»aiiir tie plaa s'öcciiperqtte de qoealimis qui aitCi* 
reut «eeideiiteHeMeirt eoa altentioa.*' Wt aelieiiit seit dieser 2eit 
iii KraaUNlt verfalle» su seis oad starb am 10. Mai 1865 an 
Woalireielitegem bei Alost. Die Biegrapbi« dteeea ansgcgKleh- 
iieteii ilaiDoea ist in vieiea ßeaiebungen iMbr tnttfteeaaat iwd lebr- 
r^eikb^i, und Herr. Quetelet verdient viele« .Dank Hr dieselbe, 
|M> .wie am^b för daa vwUstftiidige Vemiebiile« der fikbrifte« Pa- 
gani's aiif:3. Ui-'-S.llQ. > 

\ ' Jacques Guillaume Crahay gehOrte seit dem 8. Mai. 1836 
(ier Akademie der Wisseiisrliaflteo in Brüssel als eines ibrer 
thätigsten Mitglieder an, und war au Maes triebt geboren am 
3. April 1789. im 18ten. Jahre wurde er nach dem Wunsche sei- 
lies Vaters Notar, im 28sten — am 19. Februar 18J7 — Profes- 
sor der Pbystlc und Chemie am Atben&uni zu Maestriebt. Im Jahre 
183^4 wurde er von den Bischöfen aum Professor an der Icatboli- 
sehen Universität zu Löwen ernannt und starb dort an einer 
schmerzhaften Kranicbeit nach langen Leiden am 21. October 1866. 
„Lotivain perdif — sagt Herr Quetelet am Scbluss seiner 
ßtngraphie — „nn de aea professeurs lea plus renommes/ et l'Aca- 
ddmie foyale un de ses membrea les plus devou^s et lea plus 
Instruifs. L'one et Tautre perte aera difbcile k reposer, car je le 
rdpöte, l'bomme que noua regrettons ne ae disüngnait pas inolne 
par lea qaalitds da coeur qae par lea connaissidacea de Tesptlt'* — 
Seme wiesensebafUicbea Arbeiten und Beebecbtungea beaeg^ 
aicb bauptsScblieb auf Meteorolegle ; ein vollstftndigea Verzeieh- 
eise aeim Sebrlfleii Ondet aicb S» 131-*-$. 136. 

* 

Arithmetik. 

i C a r d a n u 8 Formel, deren V e r w a n d I u n g . z u r Ii e r e c h - 
wuHg der Wurzeln von Zahiengleichuiigen von der Ge- 
stalt .T^ — Px — Qz=0, und eine allgemoine, aus jener 
sbgeteitete Form der Wurzeln der letztere«. ^Umumg 
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df*« dreihu ndertjiittrl^en Probleme« von Doctor- 
E. Bü( hüer, ProfcNsor am Herzoglichen Gyiuuasium z« 
Mild burghausen. Uildburghausen. (Kesi^elring.) 1^7. a»i 

Es ist aus dieser mit wenig Klarheit verfassten Schrirt iu der 
That schwer zu sehen , welches dreShiinder^ährllpe Problem 
in (leisell)en Lelöst worden ist Natürlich kann hier nur von dem 
sogenannten irreduciMeti Falle bei den cnhischen Gleichungen die 
R- de «sein. Dieser Fall ist aber «eit sc hr l uiger Zeit durch die 
Kreisfunctionen orler strenger die goniometrischeu Functionen so 
vollständig und in so voUkonimener, zugleich so schöner und ele- 
ganter Weise gelost, als es nur irgend gewünscht, verlangt und 
erwartet werden knnii. Soll min von einer neuen Erfindung bei 
dieser Sache die Rede sein, so i\önnte diesellie nur darin bcsfchen, 
dass auch im irreduciblen Falle, wo bekanntlich alle drei Wurzeln 
reell sind, diese drei W^ursteln bloss mittelst der gewöhn^ 
liehen algebraischen Functionen nur durch die (Joef« 
• ficienten der gegebenen Gleichung in völlig entwickel' 
ter, ohne alle unberufene Einmischung des Imaginären 
völlig reeller, endlicher, also völlig gescblossener 
Form ausgedrückt und dargestellt fvflrden. Wer nuii 
aber diese Aufgabe gelost hätte, vrü'rde, weil, wie schon bemerkt» 
die LOsung des irreduciblen Falls durch die Kreisfunctionein in 
Her schönsten Weise längst vollständig gelungen ist, nötärlicb auch 
die in allen Beziehungen für die gesaiUmte Wissenschaft hOcbst 
wichtige und einflussreiche Entdeckung gemacht habend ^ass'iUMh 
die Kreisfunctiönee» odei^ eigentlich und strenger die gonibmetrl^ 
sehen Fanctionen, bloss mittelst der gewöhnlichen nlgebtdfslfheß 
FanetliHien In reeller, endlicher^ f^iitg geschlossener Form sASIl 
ausdrucken und darstellen lassen. Aber welcher M^thenmtifclftr 
bält dergleichen noch für m^^glich?! Ani allemi'enlgstefil bat^e 
etwas völlig Unerhörtes der Herr Verfa»ser der vorliegendeb 
Sc4)rrift geleistet, und wir fragen dfitber noeh einmal biltig, welche« 
dieibandertfShrlg« Problem dehn hier elgentBcb gdSst ist dde^ 
gelost seil! soll? Wir shid gan» efftscbiedeH der Meinong, llas^ 
hier gar kein Probleni nebt zu lOsen ist, sondern Im^ W^MHUI^ 
'eben Alle« •ISngst' i^elhltändig- uiid swiar In -sdir 's^ner Welse 
abgetban ist» aacbin anderer Weise gar nicht äbsuthnh ist* Was 
- etwa noch tn tliun 'wäre» künnte sieb niir 'etwa auf Veralfgeme^ 
niening und ßrWiiiternng der' Hingst gegf«rben'«n LMag beaiebeb 
"oäw Methodiftebe ' Swecbe ?erfblgjeii dentf ' iiii ' We«e o III e be'n 

t •) AI«a «t«Mf whm dnf44l dls «Sflss InMtns. • ' - - * 
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ist Altoll abg«lhiii wnd nklte is« te4«fii. So -w^ frlr de» 
MmI* diMV .fibhrill m abe^MlMvi im Stead« M., iM I« AerMh 
liUcbsl««» eise Metbode «vr «osAlMiiid^D fifotllMMHig dm 

'WnraelD gegeben, die un« aber keineswegs beooodere LelotaA> 
gen M ¥etti|ireebeo ocb«i»t. Mögen Andere I» d ow olb en 

die lidnuim den 4reihuiideit|älirisen Froblems 

Blieben «od finden; «nn bat na nndi bei 4em beatan Wdlaft nicbt 

In der entfemleateo Weine gelingen waldii. 



Geometrie. 

, ' • < . • ' 

iNmitbeonlAii € otif rltoattono te Kaewlediife. 

Tbe tangencies of circlcs and oT apberes. By Benja- 
räln Alvord, Major United Plates Arniy. Wnahingto.o . 
clty. 1865. 4«.. ' • . 

Der Herr Verfasser fipricht sich über di«se Autl('>siing den 
Problems von den iJerührüiigen (ür Kreise unt\ Kugeln auf fol- 
gientle Art aus: ihe Solution herein giveu to the prohiems in 
tbe tangencies of circles and of 6(>heres, ^trictly baßed upoQ 
tbe principle that the tangent IIdcs or curve, is the Ii mit 
tn all sGcant liiiet» or curves. Tfiis piin^iple in frequentl|f 
employed iu dcscriptive geonietry, and \u tbe discasaiou of tan* 
gents in analytical geometry, but I am oot aware th^t it ha« ever 
been employed in the manner set forth in this raemoir. SotuUon^ 
ace giveu of niost of these problems in the elevcnth voluBie of 
tbe Annale» de Matheniatiquei» (par J. D. Gerponne. Pa- 
^18, 1820.)f and in the first Tolunie of Crelle's M ath e inatical 
Journal. Berlin. 1826. But the niethods employed are quite 
different froni that hereio explained. It lielieved that the folIo> 
iring ia a more oomplete generalization of this niasa of preblems 
Iban aoy beretofora publifibed. Tbe 'Claasification given of tbe 
Problems in the taag^ncies of apheres, and also the classlHcation 
of all the cai?es tinder each problem, both in tbe tankendes of 
tircies and in the tangencies of spheres, are beiived to be ^>p;^'cl/' 
„Wir haben abaichtlicb den verohrteo Herrn Verfasser hier selbst 
«precben lassen. Je w-eniger bekannt leider die Fielea TreffÜclüe 
^üthaltende amerikanische Literatur hei uns ist, desto mehr ha^on 
wir uns verpilicbtet gehalten, unsere Leser auf diese neue, jedeo- 
falla eigenthümliche Behandlung des schon oft behandelten be- 
rilbmten geometriscben iRroblenw aii6norbnai»,Mi «webeo. ^ wmk 
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«1r M f» jMt aiir fiehügtr DarAsMl MMkm itei iü» ^pM- 
lai -irteb dle^ AnflBlNnig«» Meb Mar Mhr wCMelMiHnr«Hli6 UeWi- 
sIchiBebkeit Di» Zeicbnangen sind «ebr schOn» und dam Hflm 
Vewtwtw «rb«iMit niao jafl^falU laiBm oebr. grüiidlksh«» Kanoer 
df r iijVf metii«.' 



• Geodäsie. 

G&o.däsle. Anleitong sam geOiOiatrischen Theilen 
der Gruadatflcke. Ven Professor Guido Schreiber^ 
▼ ormaligem uffentlichen Lehrer der Mathematik an der 
polytechnischen Scbnia an Karlsruhe uod Examinator 
der Geometer im Grossherzogthum Baden« Mannheim 
(F. Baa.8ermann) 1857. 1 Tbir. 6 Sgr. 

Diese Af»4€ituiig zur FeldertheiUing ist recht praktisch gehal- 
ten und bebt daher dieses praktische Element mehr hervor als elegante 
geometristbe Constructionen und elegabte algebraische Formein. Die 
€oordinatenmethode ist mit Hecht vorzugsweise angewandt und 
numerische Beispiele sind reichlich beigegeben worden. Die tbeo- 
retischen Erläuterungen aus der analytischen Geometrie, die hin 
i]i)d wieder vorkommen, hätten wohl wegbleiben können. Prak* 
tikern mag diese Schrift immerhin empfohlen werden; in rein 
mathematischer Beziehung getrährt sie dem Leser weit weniger 
Belebrang» ala manche andere Scbriftei) .Qber diesen Ge^enetand, 

. A s I r 0 a 0 in i e. 

* ; * » - 

On the re l«tiFe Idteiieity nf tfae h eat and light of the 
aun lipon different Iat4tudes df the eartli^ ßy L. W. 
Meecb, A. M. If^asbinglon City. 1866. 4'>. 

Diese Schrift enthält eine mit Hülfe der mathematiBchen Aha* 
lyaift 4arehgeföhrte Theorie des auf dem Titel genannten wieb- 
tigen Gegeastandeä and yerdient jedenfalla /Bell» titr 'Beaehlinig 
empfoblen so werden. 



P h y 8 4 k. 

On the recent aecniar period ef Iba Aarara borealia. 
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Uierrnnktr Bericht CJTf. 



loiiophy att4.AiitroDoiiiy .l«..YaI# CulUg.e. - WaAthington 
tity. 1886w 

Appendix. Record of Auroral Phenomena obser> 
ved in the higher nortberu latitudes. Complled hy 
Peter Force. 

Nach einer Einleitung enthält die ernte Sehrlft folgende Kapi- 
tel: Claeeification of aoreras. — Bietory of the reeent «ecu!;^r pe- 
riod. — Laws of the aurora horealla. — Origin and canae of the 
. aurora borealia — and verbrellef aioh über aHe dleae Dinge -in äua* 
aerat lehrreicher Weiae« ao daaa wir auf diceeihe AHe» welche 
aich für .jHe Lehre vom Nordlichte intereaaireni*^ beaondera auf- 
merl^aam machenJ * t - 

Das zweite, 118 Seiten in gross Quart umfassende Verzeich- 
niss der in höheren Breiten ers< hie neuen Nordlichter ist üffeiil>ar 
mit dem grössten Fleisse und der grössten Sorgfalt zusammenge- 
stellt, und jedenfalls für die nähere Kenntniss dei» in Rede ste< 
heiiden wiehtitjen PhSnomens, dessen völlig i^enflgende Theorie 
immer noch unter die pia desiderta gehört, von der gcuaateo Wich- 
tigkeit. ♦ 

♦ • 

Vermischte Schriften. 

" Annali di scienze matematicbe et fUtclie, compi- 
lati da Barnaba Tortolini. (Vergl. Literar. Ber. Nr.CXlV«S.4.) 

F ebb rar o 1857. Sullc varlazioui periudiche de magnetismn 
terrestre. Memoria seconda de) P. A. Secchi I). C. I). G. (Con- 
tinuazione e line). p. 33. — Sopra la serie doppie ricorrenti., Me- 
nioria del prof. Enrico Betti. p. 48. — Sur l'induction electro- 
statiqne. Quatrieme lettre de M»". P. Volpicelli ä M*". Regnaull, 
p — iNuQvo registratore meteorologicö de P. Bertelli Bar- 
nabita. p. 68. — Sulla trasformazione delle ftinzioni ellitiche. 
Nota (lel prof. F. Brioschi. p. 70. — Sopra if volume della pira- 
mide triangolare. Nota del cav. .Faä di Bruno^ P« 77. — Necro- 
iogia (Agostiuo Luigi Cauchy). 

Marao 1857. Le due Oomete del 1857. Nota del Prof. Igha- 
aio Galandre Iii. p. 81. — Sui poligoni inscritti e circoacrittl 
alle conicbe. Del prof. F. Brioacbi. p. 119. — Sulla traafor« 
raaEione delle fonzioni elUticbe. ' Nota del pro! F. BrtoachL 
(CoiitinftaiibDe.) p. 126i ^ ...... j 
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Matbematlsclie 

T 

Qod ^ysikaiische Bibliograpiüe. 

XT. • • 

« 



C^encliielite der maibeinatik und Pb^allt« 

* ^ • 

fi. SlomaDf Leiboiti«ii8 Assprueh auf di« Bifindung d«r 
piffewti«lredinii»g. * 4**. geh. Letpiig. I TUr. 

« 

Systeme» Iielur« uid WtfrterliiielMr. 

A« Beyer 9 Lehrbuch der Elemeotar* Mathematik. I. Theil. 
A. e. d. T. ? Lehrhueh der Elemeetar- ArHhmetik. 1. o. % Abschii. 
gf. 8*. geb. BerJtn. 24 Ngr. 

H. Nielsen, Philosophie Mathematik. En propaedeutlak 
AfbamUitig. ö^. Schweden. ^gr. 

Arltlimetik« 

M. ßlan aämmtliche algebraische Gleichungen des I. und 
iL Grades. Naq|i dem en£;lischeu Original bearbeitet ven C. Girl. ' 
2. Bd. gr. 8». geh. Uaile. % Thir. 

H. A. Brei tu er, Leitfaden beim Unterricht \u der ßuchsta- 
ben -Arithmetik , Alij;ehra uud Combiuationslehre. Ö. Aufl. gr. 8^. 
geh« Breslau. 20 iSgr. 

J. Oieiig4r, Die Differential- und Integralreebnoegf ttmlaa« 
aead «od mU «toter Berackaichtigirog der Aawesdoig diuvtaftellt 
gr. 8<^. geh. Stattgart. 4 ThIr, 
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A. Dill in ^, Sammlung von Aufgaben und Beispielen aus 
der besonderen tind allgemeinen Arithmetik, sowie aus der Leb re 
von den Gleichungen oder Algebra, gr. 8^ geh. Rraunschweig. 
1 Thir. 18 Ngr. De.sseo AuflO«uogeD uod Resultate dazu. gr.8<^. 
£benda«elb«t l .Tbir. 

P. Es eh er, Begründung der wichtigsten Sätze der Arithme- 
tik, gr. 8^. geh. Stuttgart. 10 Ngr. 

H. G. Köhler« Logaritbniiscb- trigonometrisches Handbodi. 
5. revid. Stereotyp-Ausgabe. Lei. 8®. broch. Leipzig. 27 Ngr. 

V. Vega, Manuale logaritmico-trigonometrico. 40. Ristainpa. 
Lex. 80. geh. Berlin. 2 Thlr. 

Vega# Manuel logarUbmique et trigonomötrique. 40. l£dttfeiii 
Lex. SO. geb. Berlin. ^ Thlr. * 

V. Vesra, fjo<^arithmic table« of nnmbers and trigonometrical 
functions. Translated from Ihe 40. or lircmiker's edition by 
W. L. F. Fiseber. Lex. 8». geh. Berlin. 2 Thlr. 



J. Adhömar. Traite de geonietrie descriptiv^ (supplement au}. 
Exercices, cpur^s de concours et questions d'exaraen. Extraits di^ 
recueil des exercices et questions ^diverses, in 8. Atlas in fol. 
de 30 pUnches. iParis. 12 fr. 

W. Berlchau, Das Problem de« Pftppus tob den Berühnm* 
gen darch geomet'rlscbe Oerter anfgelitot und enreifert. gr. 9ß* 
geh. Halle. Vs Thlr. 

H. Rose, Lehrbuch der Geometrie für technische Lehran- 
stalten und Gymnasien. I. Tbl.: die ebene Geometrie. % Aufl.. 
gr. geb. Nürnberg. 1 Thlr. J2 Ngr. 

H. Schaeffer, Lehrbuch der Stereometrie. A^d. T.: Snell, 
Lehrbuch der Geometrie. 3. Bd. geh. gr. 8°. Leipzig, l Thlr. 

^ • Mechantfc« - 

M. Privat«Deaehanel»,Mdcaiiiqae. Lpartie. In 12. aveefig. 
Paria. 

Optik. 

' - JiPetsTal, Bericbt Uber epHsebe Cntenraebongen; lies. S^ 
geh. Wien. 15 Mgr. 
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AAtronomle' 



Handatlas der Erde und iles Himmels in 70 Lief. Neu redi- * 
girte Aasgabe. 13. 14. Ljef. qu. Imp.-Fol. Weimar, ä % Thir. 

P. A. H«D06n, SoppUiii«iit> anx Tables da 8ol«il de 1li..M. P« 
A. Hanaeo et G. F. R..OInrsen. 4^ Schweden. 6 Ngr. 

G. A. Jahn , Anleitung zur Kenntrilss dos gestirnten Uimmeia. 
JSeue Ausgab^. 8<^. geb. Leipzig. % Xbir. 

MatbematlMiie und physikalische 43ieographle nebet Chrono- 
logie. L Tbl. Inhalt: A« Wigapd'e Gnindrise der mathemati* 

sehen Geographie, 4 Aufl. gr. 8^. geh. Halle. 10 Ngr. 

Astronomische Nachrichten, begrOndet durch H. C. Sehn* 
mach er. 47. Bd. No. 1—3. Herausgegeben von C. A. F. Petere. 
gr. 4*^« Hamburg. Preis für den voibtäodigen Band 5 Thir. 

Permosclitschikof, Leber die allmälige Abweichung in der 
Bewegung der sieben grossen i^ianeten. (Russisch.) gr. 4°. 
geb. Petersburg und Leipzig. l^J^ Xblr. 

L. Graf PfelL Einfluas der Kometen und Meteore auf 
die Entstehung und Entwickeinng unserer Erde. Eine Vorlesung, 
'gr. 8% geh; Berlin. S Ngr. 

G. H. von Schtibert, Lehrbuch der Sternkunde für Schu- 
len und zum ^Selbstunterrichte. 3. Aufl. 2. Ausg. gr. 8". geh. 
Fiankfurt a. M. % Thir. 



■ 

M. £. Bary's neue physikalische Probleme. Von F. A. kLot* 
«cbel. gr. S*". geb. Halle. 1 Thir. d Ngr. 

And. V. Baumgartner, Von der Umwandiung der Wärme 
in Elektri( ität. Wien. 8". 4 Ngr. Aus den Sitzungsberichten 
1856 der k. k. Akademie der Wissenschaften." 

Lorin Blodget» Glimatoiogy of fhe United States» and of 
the Temperate Latitndes of tbe North American Gontlaont: em* 
bracing a fall Compariaön of theee with Jhe Climatoiogy of the 
Temperate Latitndes of Europa and Aaia; with Isotheimal and 
Rain Charta» Including a Summary of Meteorologleal Obeervationa 
fai the Uniled States» eondenaed from recent ecientÜe and ofBelal 
pnhllcaliooa. Royal 8^ Pbiladelpkia n. London. Ootfa. 28 «. 
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J. Böhm, üeber «lie Seehöhe von Prag. Wien. 8*. 5 Ngr. 
Ans den „Sitzungsberichten der k. k. Akad. der Wissenschaften." 

Aiui Bou^, Rarailele der Erdbeben, der Nordlichter und des 
Erdmagneti.snius sainnit ihrem Zusammenhang mit der Erdplastik • 
sowohl als mit der Geologie. Wien. 8*'. 15 Ngr. Aus den „Sitzungs- 
berichten der k. k. Akademie der Wissenschaften.*' 

H. A. Brettner, Leitfaden 'für den Unterricht In der Phy- 
sik. . 14. Aufl. gr. 8*. geh. Breslau. 2ö Ngr. 

Fleischhauer, PopulSr- physikalisches Handwörterbuch für 
Schule und Haus. 42. Lief, broch. gr. 8**. Langensalza. 12 Ngr. 

J. G. Galle, Grnndzüge der Schlesischen Klimatologie. gr. 4*. 
geb. Breslau. 2 Thir. 

H. Gerling, Bemerkungen über rundlaufende Stürme oder 
Cyclonen. 2. Aufl. 8". Hamburg und Leipzig, cart. 1 Thlr. 

F. Grossmann, Führer in der geometrischen Analyse der 
Krystallographie. Ein Hülfsbuch zu den krystallographischen Wer- 
ken Naumann's. gr. 8". geh. Leipzig. % Thlr. 

IM^Ianges physiques et chimiques tires du bulletin physico- 
mathdmatique de l'academie imperiale des sciences de St. Peters- 
bourg. Tom. III. 1. Livr. Lex. 8". geh. Petersburg und Leip- 
zig. 1 Thlr. 

J. Meyer, Grundzüge der physikalischen Geographie der 
Schweiz. 8". geh. Leipzig, Thlr. 

Ed. Reichardt, Oie Theorie der Wärme, ein Versuch zur» 
Erklärung der Erscheinungen von Wärme, Licht und Elektricttät. 
Jena. 8«. 15 Ngr. 

W. F. A.Zimmermann, Die Macht der Elemente. 4. Lief, 
gr. 8«.. geh. Leipzig. V* Thlr. 

Vermischte Scitriften. 

Sitzungsberichte der kaiserl. Akademie der Wissenschaften. 
Mathematisch -naturwissenschaftliche Classe. XXIII. Bd. 1. Hft. 
W^ien. 8 . Mit 2 Karben u. 11 Taf. 2 Thlr. 10 Ngr. 
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